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Ecco il primo d^una serie di volumi sulle matematiche 
superiori, nei quali mi propongo di avviare i giovani alla 
conoscenza delle varie discipline che andrò man mano in- 
segnando liberamente neirUniversitk, di Napoli. Queste 
che oggi pubblico sono le lezioni che ho avuto l'onore di 
fare in sostituzione del Prof. Ot. Battaglini, durante Tanno 
scolastico 1892-93. Esse non contengono nulla di nuovo, 
e nemmeno hanno la pretesa di costituire un corso com- 
pleto sulla teoria matematica della elasticità, ma vogliono 
soltanto essere considerate come una preparazione alla 
lettura di tanti eccellenti trattati ed allo studio delle me- 
morie, specialmente italiane, che sono state pubblicate su 
tale argomento. 
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I. GINEMATIGA DEI PICCOLI MOTI. 



1. In un primo studio approssimato dei fenomeni che si manife- 
stano in un mezzo qualsiasi, questo si può paragonare ad un sistema 
di punti vicinissimi fra loro. Qui ci proponiamo di studiare le de- 
formazioni d'un tal sistema, limitandoci a quelle che sono trascu- 
rabili rispetto alle mutue distanze dei punti, dimodoché, chiamati 
O eà M due di questi punti, e rappresentate con 0' ed M' le loro 
posizioni, in seguito alla deformazione, sia lecito trattare gli sposta- 
menti 00' ed MAf .come infinitesimi rispetto alla stessa distanza 
infinitesima OM. Lo spostamento 00' d'un punto qualunque è in- 
dividuato in grandezza e direzione dalle sue projezìoni su tre assi 
ortogonali. Queste proiezioni, che si chiamano ffli spostamenti del 
punto 0, e si* rappresentano con u,v ,w, sono, evidentemente, 
funzioni delle coordinate x ,y , z di 0. Supporremo che tali fun- 
zioni, già obbligate a prendere valori piccolissimi, siano inoltre 
continue, uniformi, derivabili una volta almeno, e che tutte queste 
proprietà appartengano anche alle derivate parziali prime e seconde. 
Nello studio cinematico delle piccole deformazioni hanno impor- 
tanza le derivate parziali prime, considerate nelle seguenti combi- 
nazioni : 

ÒU j. ì I òw , òv 



òu ^ ì I òw j.dv\ 1 / òw òv \ 

òi ' '-^2\òy'^'òiì ' ^""2l"dP" ò^i ' 

l jòu j_òw\ 1 /òu àw \ 

^""d5 ' ^-'2[òi'^òyl ' ^""2ld5 òyì' 
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Presto vedremo perchè le funzioni a,b,Cy f, g,h, portano il 
nome di componenti della deformazione^ mentre a p^q.r si dà 
quello di componenti della rotazione del mezzo. 

2. Analizzando una deformazione si è naturalmente condotti a 
studiare, innanzi tutto, Valterazione delle distanze dei punti vici- 
nissimi, e Valterazione degli angoli di due elementi lineari, con 
un estremo comune. Se 

0M=d(5 , 0'M' = (l + €)e^(y, 

il rapporto e fra Tincremento di d(5 e lo stesso d(5 è il coefficiente 
jf' di allungamento nella direzione OM. Se gli eie* 
menti OM ed ON fanno l'angolo prima della 
deformazione, e se 6 — 2(p è, dopo la deformazione, 
rangole degli elementi stessi, che si son trasferiti 
in ffM' ed O'JV, si dice che 2(p è lo scorrimento 
mutuo degli elementi considerati. Per calcolare 
\}ii queste due importanti quantità, e e cp, è neces- 
sario stabilire alcune formolo preliminari, che ten- 
*x dono a far conoscere le variazioni òa, òp, òy subite 
dai coseni direttori d*un elemento lineare qua- 
lunque, per effetto della deformazione. 

8. Se doOydy ,dz sono le projezioni di OM sugli assi, quelle di 
O^M* sono dx-\-dUy dy-^-dv, dz + dw. Dunque 




cioè 



da ' {ì-\-e)da ' 



(l+€)(a + ba) = a + ^ ; 



poi, trascurando eòa nel primo membro, e scrivendo altre due re- 
lazioni analoghe per Per» 

V^ d^ wa dv n ^ dW 

òa = ;^— €a, òp.= ^-€p, 5Y = ^-€T. 



da 



da 
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In altri termini, se si osserva che 

du dudx , òudy . du de , ,, x« i / • x 

si ila 

ba== — ea + {qr — r?) + {aa + h?+gr) , 
b?=-e?+{ra-pr) + {ha + bfi+ff) , (1) 

bT = — €T + (i?P — «'a)+ {ga + fp+cf). 

4. Ciò premesso, si considerino due elementi, definiti in direzione 
dalle teme di coseni (a , ^ , t) ed (<x'» 9\ f')- Sia 6 il loro angolo, 
dimodoché 

cose = aa' + pp' + tt'. 

Se 2q> è Tangolo di cui diminuisce per effetto della deforma- 
zione, si ha pure 

co8(e-2<p)==(a+6a)(a'+&a')+(P+^P)(P'+5P0+(T+&T)(T'+^T'), 

cioè 

2(psene = (a'òa + p'òp + t'^t) + (aòa' + pop' + t^t') • 

Ora le formole (1) danno 

a'bo + p'bp + T'^T 

= - €COse +P(Pt' - tPO + Qira' -aY) + r(ap' - pa') 

+ aaa' + &pp' + ctt' + APt' + tP') + ^(ra' + ay') + ^(ap' + pa') . 

Similmente, se si scambiano fra loro le due teme, 

aòa' + pbp' + T&T' 

= — c'cose — p(Pt' — tP') — Q (Ttt' — ar') — r (ap' — po') 

+ aaa' + &pp' + ctt' + APt' + TPO + ^(Ta' + af) + Ha^' + pa') . 
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Sommando si perviene alla formola generale 

(psene + 2 (^ + «OcosG 
= aaa'-H&pp'+CTT'+APT'+TP')+^(Ta'+aTO+^(aP'+Po'). 

5. Supponiamo che le due direzioni coincidano; allora si ha 
a = a' , P = P' , T = t' » e = e' , 9=0, e la formola precedente 
diventa 

€ = aa« + &p« + CT* + 2rpT + 2^Ta + 2^ap . (2) 

Se le due direzioni sono fra loro perpendicolari, è = -s- , e la 
medesima formola dà 

(p=aaa'+&pp'+CTT'+ APf+TPO ^Q (TCt'+ ay') +^(ap'+ P»'). (3) 

In particolare, per a=l, p=0, t=0, è €=a, ecc. Per a=0, 
P = l, T = ed a' = 0, p' = 0, t' = ì, è t^ = f\ ecc. Dunque 
a ,\) yC sono i coefficienti di aUungamento dei tre elementi li- 
neari parcUleli agli assi, ed f,g ,h sono le metà degli scorri- 
menti mutui dei medesimi elementi. 

6. Se i valori che le componenti della deformazione assumono 
nel punto non sono tutti nulli, Teguaglianza (2)^ in cui si pone 
6=0, diventa un'equazione omogenea di secondo grado in a, P,t« 
Dunque gli elementi, uscenti da 0, che non si allungano né si 
accorciano, sono collocati sulle generatrici d'un cono quadricOy 
col vertice in 0. Questa superficie, che si chiama cono di scorri- 
mento, può essere immaginaria o reale. Se reale, essa dirime gli 
elementi lineari, intorno ad 0, in due classi : quelli d*una classe 
si allungano tutti, gli altri si accorciano, poiché €, funzione con- 
tinua di a, p, T, non può cambiar segno senza annullarsi quando 
a , p , Y variano in modo continuo, cioè non è possibile passare dalla 
regione degli allungamenti a quella degli accorciamenti senza attra- 
versare la superficie conica. Se il cono di scorrimento è immagi- 
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nario, ciò vuol dire che e conserva sempre lo stesso segno, e però, 
intorno al punto considerato, gli elementi lineari si allungano tutti 
o si accorciano tutti. 

7. Più generalmente, il luogo degli elementi lineari, che subiscono 
uno stesso allungamento unitario, è un cono quadrico, perchè la 
formola (2) si può scrivere cosi : 

(a — e)a' + {b — €) p* + (e — €)t* + 2rPT + 2^Ta + 2ha9 = 0. (4) 

Ad ogni valore di e corrisponde un cono reale o immaginario, e 
tutti questi coni hanno gli stessi assi del cono di scorrimento. Se 
immaginiamo che gli assi coordinati siano già stati scelti paralleli 
agli assi dei coni, l'equazione precedente deve aver la forma 

(a — e)a' + {b-e)&' + ic-e)r' = 0, (5) 

vale a dire che per una particolare scelta di assi debbono esser 
nulli gli scorrimenti f, g, U, Adunque, esiste sempre una tema 
ortogonale di elementi^ ed in generale una sola, che resta orto- 
gonale dopo la deformazione. Le rette sulle quali son collocati 
questi elementi si chiamano le rette principali, relative al punto 
considerato. 

8. Perchè l'equazione (5) rappresenti un cono reale è necessario 
che a — €, ì) — €, e — € non abbiano lo stesso segno, e però € è 
sempre compreso fra la più piccola e la più grande delle quantità 
a, &, e. Se, per fissare le idee, si suppone a> b> e, il minimo 
valore di € è e, il massimo è a. Per e = a, come per e = c, l'e- 
quazione (5) non è soddisfatta da infiniti valori reali di a , p , r » 
perchè dev'essere, nel primo caso, P = 0, t = 0, a=l, e nel 
secondo a==0, p = 0, f = ^' Dunque intorno ad ogni punto esi- 
stono due elementi, che subiscono il minimo ed il massimo al- 
lungamento, e questi elementi sono semp7^e fra loro ortogonali. 
Quanto agli elementi, che sopportano l'allungamento unitario e = b^ 
essi stanno in una coppia di piani, intersecantisi lungo la terza 
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retta principale (a = , p = 1 , r = 0). Si noti che, per ciascuno 
dei tre coefficienti di allungamento, secondo le rette principali, è 
degenere il cono corrispondente. Dunque, ritornando ad un'arbi- 
traria scelta di assi, i detti coefficienti debbono annullare il discri- 
minante della forma quadratica (4). Essi sono dunque le radici, 
sempre reali, deirequazione 

a — € h g =0 , 
n & — € f 
9 f e — 6 
cioè 

^^^(a + b-\'C)e'^(pc + ca + àb — P—g^ — h*)^ 
— (aì)c + 2fyh — af* — bg* — ch*) = 0. 

Ancora si osservi che i coefficienti di questa equazione, essendo 
funzioni delle sole badici, le quali hanno un significato indipen- 
dente dalla scelta degli assi, sono anch'essi indipendenti da tale 
scelta, sono cioè invarianti. Ne segue, in particolare, che la somma 
dei coefficienti di allungamento di tre elementi ortogonali non 
varia quando gli elementi, restando fra loro ortogonali, ruotano 
intomo all'estremità comune. Fra breve si vedrà che ciò si deve 
all'importante significato meccanico della somma stessa. 

9. Il variare di € si discute anche più facilmente ricorrendo alla 
seguente rappresentazione geometrica. Sopra ciascun elemento OM 

si porti una distanza OP = , . Le coordinate di P, quando 

si assume ad origine, sono 

a s Y 

co = -7= , y = --=^ , z =-7== . 

V±^ V±€ V±€ 

Sostituendo in (2) si trova che il luogo dei punti P è la superficie 
rappresentata dall'equazione 

ax* + l)y'' -\-cz* '{'2fyz '{'2gzX'\'2lu)oy = ±i . (6) 
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Cosi vediamo che il valore assoluto del coefficiente di allunga- 
mento varia, intorno a ciascun punto, in ragione inversa del 
quadrato del diametro d'una quadrica, che ha il centro nel punto 
considerato, ed è assintòtica al cono di scorrimento. Se questo è 
immaginario, la superficie rappresentativa è un ellissoide. Ciò si 
vede anche osservando che, in questo caso, € conserva sempre lo 
stesso segno, dimodoché in (6) il segno del secondo membro è ne- 
cessariamente quello dei coefficienti a , & ^ e. Se il cono di scorri- 
mento è reale, bisogna prendere, nel secondo membro di (6), il 
segno + P^r ^^^ regione dello spazio, ed il segno — per l'altra. 
Allora la superficie rappresentativa è costituita da due iperboloidi, 
ad una e due falde, con centro, assi e cono assintotico comuni. 

10. Presa, intorno ad 0, una particella, sia M uno dei punti in 
essa inclusi. Continuando a tenere Torigine in 0, si noti che, nel 
passaggio da ad M, lo spostamento u diventa 



È questa un'eguaglianza rigorosamente esatta quando per ^» t-> ^ 

si mettono i valori che queste funzioni assumono in un punto con- 
venientemente scelto neirinterno del segmento 0M\ ma, poiché le 
dette funzioni si suppongono continue, è lecito prenderne i valori 
nel punto 0, trascurando, in u', infinitesimi di ordine superiore. 
Allora, se si osserva che 

ÒM du , Ò«* I 

si può anche scrivere la prima delle seguenti formole : 

u' :=i(u-\-qz — ry)-^ (ax -f- hy -\-gz) = u^ + u^ 

t?' = (l? + ^^ P^) + (^ + ^ + A) = ^1 + ^2 C'^) 

w' = {w +py — qx) + {gx + A/ + cz) = u)^-{-w^. 
Gli spostamenti u^jV^, w^ si riferiscono all'ipotesi d'una particella 
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rìgida, sottoposta ad una traslazione {UjV^w) e ad una rotazione 
(p,Q,r). Per riconoscere poi l'indole degli spostamenti u^^v^, w^ 
basta orientare gli assi secondo le rette principali. Allora u^^aos , 
v^=>ì)y y w^ = cz, si hanno cioè semplici dilatazioni secondo gli 
assi. Questi tre movimenti speciali (traslazione, rotazione, triplice 
dilatazione) si possono anche riguardare come consecutivi se si 
osserva che, da un punto all'altro della particella, gli spostamenti 
e le loro derivate subiscono variazioni trascurabili. Adunque la de- 
formazione d'una particella si può sempre, a prescindere da un 
moto rigido, considerare come risultante di tre dilatazioni secondo 
le rette principali. 

11. Presto vedremo che la mancanza, in tutte le particelle, del 
terzo moto componente, che può dirsi moto di pura deformazione, 
caratterizza la rigidità dell'intero sistema. La mancanza del secondo 
moto componente definisce una speciale deformazione, che dicesi 
deformazione potenziale. Qui si noti che l'annullamento ài p,q, r, 
in tutto il sistema, è necessario e sufficiente perchè udx-\'Vdy'\'Wdz 
sia un differenziale esatto. Dunque la deformazione potenziale è ca- 
ratterizzata dall'esistenza d'una funzione, le cui derivate parziali 
prime forniscono gii spostamenti in ogni punto del sistema. Se, 
inoltre, a,ì),Cjf,g,h sono costanti, si ha la deformazione detta 
omogenea da Thomson e Tait (*). 

12. Tornando a studiare la deformazione generale d'una particella, 
osserviamo che, in virtù delle formole, (7), le coordinate x-^u\ 
y-^v\ z + uy di M' sono linearmente legate a quelle di M, e 
però ogni elemento piano o rettilineo d'una particella resta piano 
rettilineo nella deformazione, e due elementi paralleli restano 
paralleli, ecc. Dunque, se si considera un parallelepipedo elem^en- 
tare, cioè un parallelepipedo costruito, col vertice in 0, sugli spi- 
goli dx, dy,dz, paralleli agli assi, esso si trasforma in un altro pa- 



(•) Naturai philosophy, § IW. 
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rallelepipedo, generalmente obliquangolo, i cui spigoli sono (i-{-a)dx, 
{i + b)dy, {i-\-c)dz, mentre gli angoli piani, intorno ad 0, son 

diventati ^^2f, ^^2g, ~—2h. Fra gli infiniti parallelepipedi 

elementari, che si possono considerare, un solo resta rettangolo 
dopo la deformazione. Ce ne serviremo per calcolare il coefficiente 
(U dUatazione cubica , cioè il rapporto fra l'aumento del volume 
della particella ed il volume iniziale dS. Siccome è chiaro che, pel 
suo significato, G è indipendente dalla forma della particella, si può 
immaginare che questa sia il parallelepipedo elementare costruito 
sulle rette principali, dimodoché 

dS = dxdydz , {i + Q)dS—(i + a)(i-\'ì)){i-\-c)dxdydz, 

e però 

l + 0zz=(i+a)(l + &)(i + c), 

cioè, trascurando infinitesimi di ordine superiore, Q=za-\-ì)-\-c\ 
e poiché questa espressione è invariante, si può, per qualunque 
scelta di assi, scrivere 

e = a + 6 + c = ^ + -+^. (8) 

Per dimostrare in altro modo questa importante formola, faremo 
una breve digressione. 

18. Avremo spesso occasione di servirci d*iin teorema, che permette di trasfor* 
mare an integrale esteso ad uno spazio 8 in un integrale esteso alla sola super- 
ficie 8, che limita S, La dimostrazione del teorema di cui si tratta è inclusa in 
quella d*un teorema più generale, che daremo in seguito. Qui ci limitiamo ad 
enunciare la relazione 

dx 
in cui F è una funzione di x,y yZ, finita, continua ed uniforme. Inoltre -j- 

rappresenta il coseno delFangolo che la normale alla superficie 8, considerata 
come positiva quando è diretta verso Vintemo ài 8^ fa con Tasse delle x. Si 
osservi che le condizioni imposte alla funzione F, indispensabili per la dimostra- 
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rione del teoiema, non sono stretta mente necewarìe, nel senso che, se qaalcbe- 
doiut di esM Tiene & manc&re, non 6 imposdbile che U fonnok (9) sassista. Si 
dimoetn, per esempia, che qneata fonnola è valida snelle qoando F diventa in- 
finita in nn panto 0, purché, indicando con r Ir distene» di al ponto in cui 
■i calcela F, e con ^ nna costante compresa fra e 2, il prodotto F^ A serbi 
finito nel tendere di r a zero. 

14. EUtoniando al calcolo di e, propoDÌamoci di valutare la to- 
tale dtlatazioDe subita da S, consideran- 
dola come la somma dei volumi che gli 
elementi superSciali ds generano trasfe- 
rendosi sulla nuova superficie 5'. Preso in 
ds un punto 0, il volume generato da ds 
è misurato dal prodotto di ds per la proje- 
zione dello spostamento OCf sulla normale 
alla superficie, diretta verso l'esterno di S. 

Questa projezione è — "^ — ^^ — *''^> ® P*'* 1^ dilatazione 
totale è data da 



-j(»S+-l+"l)'^. 



ovvero, adoperando (9), da 






tfS. 



Siccome questo calcolo à applicabile a qualunque porzione dello 
spazio considerato, è chiaro che l'ultimo risultato include la for- 
mola (8) : basta immaginare lo spazio S ridotto all'unica particella 
dS. Con mt^or rigore si può ragionare come segue. Siccome, per 
la natura delle deformazioni che ci proponiamo di studiare, @ è 
una funzione CMitinaa, altrettanto si può dire di 

Intanto, poiché \QdS rappresenta manifestamente la dilatazione to- 
tale, si ha ^^^^^ 
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per qualunque porzione dello spazio considerato. Ora, se in un 
punto si avesse, per esempio, d-> 0^ si potr^be intorno ad esso 
circoscrivere uno spazio, nell'interno del quale si avrebbe sempre, 

in virtù della continuità, d->0, dimodoché anche \d-dSy esteso a 

quello spazio, sarebbe positivo. Ciò non può accadere. È dunque 
assurdo supporre che la differenza 3- possa, anche in un punto solo, 
non essere nulla. 



n. LE COMPONENTI DELLA DEFORMAZIONE O. 



1. € Le condizioni 

a = 0, & = , c = , r=0 , g = , h = 

sono necessarie e sufficienti per la rigidità ». 

Se il sistema si muove rigidamente, e dev'essere nullo in ogni 
punto, qualunque sia la direzione (a, P^t)> ^ però debbono annul- 
larsi identicamente a,ì),c,f,g^h. Inversamente dimostreremo che, 
se le condizioni 

(20 -^- = . 4^ + 4^ = 0. (2") 



^ -0 


dw , dt> f^ 

ey + d* -"' 


dy 






òt> , òu 

òx ^ òy ' 



sono soddisfatte, le funzioni u,v,w hanno necessariamente la forma 
caratteristica, già nota dalla Meccanica razionale, degli spostamenti 



(*) In on primo stadio è utile omettere questo capitolo. 
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d'un sistema rigido. Derivando (3") rispetto ad y, ed osservando (2'), 
si ottiene 

~" òy" "^ òa; òy ~ èy" ' 

Derivando poi (3'') rispetto a ^ e (2") rispetto ad y si ottiene, somr 
• mando e tenendo conto di (!''), 

dyòir "^ ò« Uy ^^/ dyd;s • 
Dunque, osservando (!'), 

òajdy"" ' dydy~ ' hzòy~ 

Ne segue che ^^ è costante. Similmente si dimostra che ^ è co- 

òy òz 

stante. Inoltre, a motivo di (!'), t^ non dipende da x. Dunque 
u^=zl-\-r*y-\'qz , v = m -{-p^z + r^ , t«? = n + q^x -{-py , 

Le nove costanti si riducono a sei. Infatti, per sostituzione degli 
ultimi risultati in (1"), (2"), (3'')> si ottiene p+p' = 0, q-\-Q'=0, 
r4-^' = 0. Quindi 

u = l-{'qz — ry , v = m-j-rx —pz , w = n -\-py — qx. 

2, « Una deformazione è pienamente determinata quando se 
ne conoscono le componenti in tutto il corpo, e si danno, in un 
punto, i valori degli spostamenti e tre relazioni lineari fra le 
derivate prime degli spostam^enti » (*). 

Suppongasi, infatti, che alle condizioni enunciate possa soddisfare, 
non solo un sistema (u^, v\ w') di spostamenti, ma anche qualche 
altro sistema {u", v*\ w"), e si considerino gli spostamenti residui 



(*) Bbtti, Teoria della elasticità, p. 8. 
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w' — v!^ z=zu, V* — v^' = v, w' — w?" = w. Siccome a,l),c, f,ff,h 
hanno valori assegnati in ciascun punto, dev*essere 

du òv dto ^ òw ,òv du . òw òv .òu ^ 

do? òy òz ' òy ~^ òz d^^ ' da; òx. ^y ' 

e però, come si è dimostrato precedentemente, 

u = l + qz — ry , v = m-\-rx — pz , to = n-{-py — qx , 

dove lyni,n,p,q,r rappresentano quantità costanti in tutto il 
corpo. Ma in un punto, che si può assumere come origine, u^ 
ed w", t?' e t?", w' e to'' debbono prendere gli stessi valori, cioè 
UyV,w debbono annullarsi. Dunque l = m = n = 0. Ora debbono, 
in quel punto, essere soddisfatte, tanto da u'yV'yUf, quanto da 
w", t?", w'\ tre relazioni come la seguente : 



«1 -xr + ««Tir + «8-57 + a4-T:r + «! 



òx 
òw' 



òy 



òv' 



òy 

òu' 



'5 òz 



+"«"d^ +«^-d7 + "«-ò^ + "«"dy + ''^« 



0. 



Scrivendo la medesima relazione per w", v'\ uf\ e sottraendo, si 
ottiene 

ÒM? , ÒV ÒU . ÒW . ÒV . ÒU_ 

''^ ò^ + "« di + "^^ di + «« òS + ««dS + ««Si^ = ^ ^ 



cioè, con altre due relazioni analoghe, 

(a, — a^p 4- (ttg — a^q-\- (a^ — a^^) r = , 



Se, come si suppone, queste relazioni sono fra loro distinte, esse 
non possono coesistere senza che siap=:0, ^ = 0, r = 0, e con- 
seguentemente w = 0, t?=:0, t(? = 0, cioè v! =u" , 1;' = t?" , 

CbsìIro, Teoria delV§la8ticilà 2 
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8. li teorema precedente si può applicare alla deformazione omo- 
genea. Per questa si conoscono i valori costanti di a,ì)^c^f,g, h^ 
e si danno tre relazioni, che definiscono Tassenza di rotazione, cioè 

dy d« * d* da? 'da? òy ' 

Se, inoltre, fissiamo un punto, assumendolo come origine, dovrà 
essere w = t? = t«? = per a? = y = ^ = 0. Possiamo attribuire 
ad u, V, w espressioni arbitrarie, pel* abbandonarle poi se con esse 
non è possibile soddisfare alle condizioni imposte ; ma, se arriviamo 
a far sd che queste condizioni siano soddisfatte, le espressioni trovate 
sono ^ sole possibili. Nel caso attuale dev'essere 

òu òv . dio 

f+T:=^^. S+S=^. S+g=^. 

« 

e si vede subito che a queste condizioni, ed alle altre u=v=w=0 
per w = y = z = Oj si soddisfa prendendo 

u = ax + hy-{'gz , v = hx + by'\'fz, w=^gX'\-fy -^-cz , 

dimodoché vengono ad essere soddisfatte anche le (1), non solo 
nell'origine, ma in tutto lo spazio. La linearità delle ultime formole 
mostra che i piani e le rette del sistema restano piani e rette. Ciò 
non accade nelle deformazioni più generali ; ma si può dire che, 
prescindendo dai moti ri^di, ogni deformazione è omogenea in 
ciascheduna particella^ variando solo le costanti della deformazione 
da una particella all'altra. 

4. Ogni deformazione è caratterizzata da un particolare sistema 
di funzioni ayb,c,f,g, h. Inversamente, prese ad arbitrio queste 
funzioni, corrispondono esse ad una deformazione possibile? Dalle 
formole di definizione si deduce subito 

òg , dh__ d^u . 1 / ò'to . ò*v > _ ò*u . òf 
òy'^ de òyòe ' 2 V dajòy """ òxde / òyòz ' òx ' 
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Quindi 



òyòe 



_ ò ò*u _ ò ìdg , dh òf\ 
dx dyòe òx\òy'^ de òx)' 



Similmente 



■^òF"~ 2 [òy^òz'^òyòz* j "" 2 \ dy" *^ òe^ ) * 
Dunque le condizioni 

dydi? da? \ dy "^ dif da? j ' òyòz 2 \ òy" "^ òjbt» / 

^^^ j d*da: "■ dy \d;p •■ d» òy) ' d*daj "" 2 ^-f* "^ da:» / f ^"^^ 

ò'c _ ò /ò/* . òp_^òfe\ d'ft _ 1 / ò«ò , ò«a \ 

da;dy ~" òz\òx'^òy dz) ' òxòy ~ 2 [ òx^ '^ òy^ J 

sono necessarie per resistenza di u^v^to. Sono esse sufficienti? 

5. Ecco in qual modo il prof. Beltrami dimostra (*) che le con- 
dizioni (2) e (3) sono necessarie e sufficienti perchè a,b,c,f,g,li 
possano rappresentare le componenti d'una deformazione. Sup- 
poniamo date, oltre alle sei funzioni predette, le tre componenti 
della rotazione. Si deve avere 



òx « 




dw 

òx « 


òy 










ÒW 

òz-""- 



(4) 



Consideriamo le tre equazioni che si riferiscono ad u. È noto che, 



(*) SuìVintwrpr9%azxon9 meccanica delle formale di Maeewell (Nota in fondo ; Memorie di 
Bologna^ 1886). 



■ 
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per resistenza d*una finizione u, soddisfacente alle dette equazioni^ 
è necessario e sufficiente che si abbia 

òa_ò{h-r) òa__ ò{g + q) ò(g + q) _ò{ h^r) 

òy òx ' òz~ òx ' òy ~ òz ' ^^^ 

Considerando le altre due equazioni, analoghe airultìma delle (5),. 
si ha 

àqtòr d^ d^ ^i^jP K ^ àp .òq òg d/* . 

dy ■ ò-? d^ òy ' òz"^ òx da? òz ' da; ' dy dy di '' 



poi, sommando, 



da:"^ dy "^ òz~^' 



e le ultime tre relazioni diventano 

òp d^ d^ òq d^ òf òr òf òg 

òx òy òz ^ òy d-er da; ' òz da; dy ' 

Quindi, tenendo conto delle (5), 



òp òg oh 

òx dy òz * 


òq òa òg 

òx òz òx ' 

• 


òr oh òa 
òx da; dy 


òp òf òb 
òy dy òz ' 


d^ d;^ òf 

òy òz òx ' 


òr òb oh 
òy òx òy 


òp oc òf 

òz dy d-er ' 


òq òg oc 

òz òz òx ' 


òr òf òg 
òz òx òy 



(6> 



Queste sono condizioni necessarie e sufficienti per resistenza di 
u, V , w, quando si danno a^h ^Cjf,gyh, p , q, r. È poi noto 
che, per l'integrabilità delle (6), sono necessarie e sufficienti, per 
ciò che riguarda p, le relazioni 

ò_ i^_^\_±lK^^\ ì. /^_^ì~ A/^_^' 

dy i dy òz] da;Vdy òz] * d«\dy òz] da;\dy òz 

dy \ dy òz) d^^ \ dy òz 
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<;he si possono scrivere cosi: 



ò'ft 

òxòe 



dy \ da? ' òjt òyl ' òxdy djs\òx òy òej * 






Oon ciò vediamo che le relazioni (2) e (3) sono appunto le condi- 
zioni necessarie e sufficienti per l'integrabilità delle (6). Quando 
€sse sono soddisfatte, esistono le funzioni p, q/r, soddisfacenti 
alle (6), e però esistono anche u,v,w. 

6. Un'altra dimostrazione, egualmente dovuta al prof. Beltrami (*), 
si ottiene tentando reflfettiva integrazione delle (2) e delle (3), con- 
siderate come equazioni alle derivate parziali del terzo ordine in 
n^VjW. Si possono sempre trovare tre funzioni [7, V, W, tali che 
sia 

_ òu . _ òr ___ òw 
^ — ~ò^ ' ^ — ^ ' ^ — "òT"- 

La prima delle (2) diventa 

±(àg,òh_òf__ò^\ _Q .^. 

da; \ dy •" òz òx òyòz I ' ^ ^ 



« la prima delle (3) 



Posto 

dev'essere, per le (8), 

òydz ' òeòx ' òxòy ' ^ ' 



(^) Bi6nù,icon%i del Ciré. mot. di Palermo (t. HI, 1889, Note flaico-matematiohe). 



— 22 — 



e per le (7), osservando prima che 



òg . dh df_ dg' , oh òr 

dy ' de òx òy ' òz òx 

^ 2 [dy i dir "^ da? / "^ diri òy "^ da: / da; \ dy "^ d* / J 



dy ' d^ da5 ^^ dyd^r ' 

dev'essere ancora 

d I òg' , dV d/"\_o 



\ dy ■" d-r da; / 



daj\ dy ' òe 

In altri termini, -^ + -^ y^ è indipendente da a?, e però si 

può rappresentare come derivata seconda rispetto blì y e z d*una 
funzione ^» di y e z. Poniamo dunque 

ò^ , oh òf _ d«t7. 



dy ' dir da; òyòz ' 

oh . òr òg _ ò*Vy 

òe òx òy òeòx ' 

òr , òg' oh d'TT, 



òx ^^ dy d^ da;dy * 

essendo Vy indipendente da y, e W, indipendente da z. Le ultime 
due relazioni, sommate, danno 



òr _1 / d«Fy . d«W. \ 

da; 2 \ djrda; ■" da;òy / 



òjTÒa; "^ òa;òy / ' 

cioè 



òx 



{r-\V-^+^)ho. 



Per conseguenza possiamo porre 



,_1/ÒTF. , dFy\ ■ „ 
' ~"2\ dy ^ d^ /"^^ ' 
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indicando con f\ g*\ W (unzioni soddisfacenti alle equazioni 



^'^ =0 , -^=0 , -g-=o . (10) 



ed alle altre che si deducono dalle (9) : 

Le condizioni (10) e (il) mostrano che T' è la somma di due (un- 
zioni, una della sola y, Taltra della sola z. La prima possiamo 

sempre rappresentarla come derivata d*una (Unzione ^ W^ della 

1 
sola y, e Taltra come derivata d*una (unzione » V* <lella sola z. 

In altri termini possiamo porre 



' ■" 2 i e«0 '^ dy ]' 



Dunque, riassumendo, 



._1/ÒTF , dr\ , 1 /dTF, , ÒFy \_, 1 IdWy, dV,\ 
' — 2\ dy ■T""5rj"^2 \ dy "*" IT j "^ 2 l "^ "^ 15" / ' 



ovvero 






Ora, osservando che dev'essere 
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SÌ vede che si può prendere 

U:=:U+U^+U+U, , 

V = V+V.+ Vy+V, , 

giacché in tal modo sono anche soddisfatte le relazioni 

ÒU ÒV ÒU) 

òx * òy ' òe ' 

7. Alla prima dimostrazione si riannodano eleganti considerazioni del Prof. Bel- 
trami {*), con le quali si mostra che le condizioni (2) e (8) si riassumono in 
Qn*egaaglianza nnica, ponendo aguale a zero una certa parte bJ della yariazione 
subita dairintegrale 

quando ad a,b tC,f,g jh, si attribuiscono yariazioni arbitrarie ha ,hbfbc, 
bf, bg fbh. Prima esprimiamo J nelle yariabili x ,y , g. H determinante fun- 
zionale 

A=: àP ÒP ÒP' 

\ dx òy òg 

òq òq òq 

òx òy àz 

òr òr òr 
òx òy àz I 

è diyerso da zero. Infatti le funzioni p^qt^ sono ffft loro indipendenti, benché 
fra le derivate sussista il vincolo 

Ciò premesso, daUe relazioni 



(*) Compt98'r9ndu$ de VAeadémie d§8 Sciences de Paris (1889, p. 502). 
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si deduce 



A.dx= dp 



dq 



dr 



ÒP 

.òy 


ÒP 

òz 


òq 


òi 


òy 


òz 


òr 


Òr 


òy 


òz 



Essendo 



op ^ òq, or 



si ottiene, uguagliando i coefficienti di dp nei dne membri di (14), 

ÒP òy òz òe òy ' 



poi 



òx . òy i òz 



ÒP òq òr 



\òy òz òzòy I \ òzòas òxòz)'^\òxòy 



(14) 



òpòq 

òyòxl' 



Dunque, sostituendo in (12), e rappresentando, secondo il solito, con d8 l'ele- 
mento di spazio dxdyde , 



^-i 



òq 

òy 



¥.-f.T,]+-h- 



(15) 



8. Cerchiamo di trasformare J in integrale di superficie. Si ha 



^^_M-^= 1 (a — — 

òy òz òz òy òy\ òz 



òq 

òz 



) + 



òyòz ^ òyòz 



Similmente 



àqàr^òqòr^_ò^/òq__òr\ 

òy òz òz òy òz\ òy òy) 



+ u 



ÒV 



òyòz òyò 



lòz)' 



Dunque, sommando, 

[òyàz òzòy) 



òyVàz 'òzj^òzVòy ^òyì' 



poi^ sostituendo in (15), e raccogliendo i termini derivati rispetto ad x, 



'-ìj[&['T.-'f.+'B-'t)^- 



dS. 



(16) 
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D'altronde si ha, in virtù di (13), 

^òr dP I òq hp I òp , bP i òp\ 

Ora, se indichiamo con da l'elemento lineare collocato suirasse di rotazione 
lP>l9^)f dimodoché 

dx dy de da 

possiamo anche dare, airespressione precedente, la forma 

_ (òP^.òpdy,òpde\ ^ ^4.^, . ^ ^_^w ^ . ^ . ^ 
[òxda^òyda^òzdaj^^^^ ^"^ da^^^^^"^' 

e cosi, sostituendo in (16), e feicendo uso della formola (10) del precedente ca- 
pitolo, si ottiene 

9. L'nltimo risultato non ha importanza per noi. Deve soltanto interessarci 
la possibilità di trasformare J in integrale di superficie, dobbiamo cioè consta- 
tare che J è 8Óh in apparenza un integrale triplo, mentre in realtà è un in- 
tegrale doppio. Ne segue che quella parte della sua yariazione bJ che non si 
riduce ad integrale di superficie deve per necessità essere nulla identicamente. 
Intanto si è visto che, ammessa resistenza di p , 9 , r insieme a quella di a , ò , 
e,f,g,h, le relazioni (6) sono sufficienti e necessarie per resistenza di UfV,to. 
Per mezzo di esse Tespressione sottoposta al segno di integrazione^ in (15)^ diventa 

\òz òx}\òx òyì'^xòx òy)\òy òs)'^\òy òe)\dz òx} 

\òz òxi\òx byì ^àx òyì\òy òzi \òy de)\òz dx}' 

Ora suppongasi che ad a,b,Cf f^g, h si diano variazioni arbitrarie, e si tenti 
di porre la variazione che ne risulta per J sotto la forma 

b/= J(aba + ^bb + gòc + §bf+ ^g + ^h) dS, 
a prescindere da integrali di superficie. Facendo variare la sola a si ottiene 
.j 1 f [/ de òf\ òba (db òf\ òba] 
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cioò, integrando per parti. 



-4j[ll(S-aH+iS(B-f)-!]- 

La prima parte è riducibile ad integrale doppio mediante la forinola (10) del 
capitolo precedente, e la seconda parte è l'espressione di \SlbadS. Danqae 

a=irAf*^-^Ì4- ^ /ò/" ò^\]^ òV l/ò'c ■ ò'& 

2[dy\d^ òy)'^'Si\òy àzjj ^yòe 2\dy' d-9» 
Operando analogamente per f si ottiene prima 
.- 1 f r ^dfòhf,lòff,òh\òbflbg òa\òbf,(dh da\òbn,^. 

poi, integrando per parti, 

ifr o^'fiàlòg,òh\òlòg òa\ ò [oh àa\] 

Trascurando la prima parte, che in realtà è an integrale doppio, e paragonando 
la seconda a \^bfdS, si ottiene 

^""d«« 2 òx\òy'^ àzl'^2 òy\òz òx!^2òz\òy òxl 

^ ò'« ±làff,àh_bf\ 
dyÒB da? \ dy d-cr do; / * 

Abbiamo così 

^"^ dyd« 2 10!/'*^ àz* I ' àydz òx \ òy^ òz òxl * 

c^__ dV _i/^. d!c\ Q_ ò'6 ò (oh , òf òg\ ^ 

^■~1I5ÌB 2 l diP» "*" do?» / ' ^~' òzòx òy\àz'^òx òyf ' 
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e vediamo che le fanzioni di^ ^ ,®, of,^ , &, il cui simultaneo annulla- 
mento è sufficiente e (data l'arbitrarietà di ha,hb ^hCf hf, hg , hh) necessario 
per TannuUamento identico di hJ^ sono appunto quelle che, poste uguali a zero, 
forniscono le condizioni sufficienti e necessarie perchè a,b , e, ft g^h siano le 
componenti d'una deformazione possibile. 



m. IL POTENZIALE 
DELLE FORZE ELASTICHE. 



1. L'esperienza insegna che i corpi della natura, sottoposti a forze 
convenientemente piccole, si deformano, ma riprendono la forma 
primitiva tostocbè cessi l'azione delle forze deformatrici. Ciò si 
esprime dicendo che la deformazione dà origine a forze elastichey 
le quali tendono a ricondurre i punti del corpo nelle loro antiche 
posizioni. In questo ritorno ad uno stato di equilibrio stabile inter- 
vengono unicamente le forze elastiche, ed è noto dalla Meccanica 
razionale che in un sistema equilibrato, soggetto a forze che dipen- 
dono solo dalle posizioni relative dei punti del sistema, quali sono 
le forze elastiche, il potenziale o lavoro eseguito dalle forze è un 
massimo o un minimo secondo che l'equilibrio è stabile o insta- 
bile. Si sa inoltre che questo lavoro non può dipendere dalle infi- 
nite configurazioni che va prendendo il sistema per raggiungere 
l'equilìbrio, ma dipende soltanto dalle configurazioni iniziale e fi- 
nale. E però, se con TTdS rappresentiamo il potenziale relativo alla 
particella dS, potremo asserire che TT dipende soltanto da quelle 
quantità che caratterizzano le configurazioni estreme della parti- 
cella, cioè, computando il lavoro a partire dalla configurazione di 
equilibrio, TT sarà funzione delle quantità a,b,c,fyg,hj che ca- 
ratterizzano la pura deformazione, giacché, nei moti rigidi della 
particella, le forze elastiche non fanno lavoro. Adoperando una 
nota formola, e rappresentando in generale con qp^ ciò che la fun- 
zione (^ ài ajbyC,f,gy h diventa, quando le variabili si moltìpli- 
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cano pel numero positivo 9, inferiore all'unità, potremo esprimere 
il potenziale unitario TT nel seguente modo : 






+ 



Per convenzione nj = 0. Inoltre, poiché la funzione TT ha valore 
massimo per a,ì),c, f,g,h evanescenti, dev'essere rnUla la sua 
prima variazione, negativa la variazione seconda. Finalmente, 
quando cp è continua, si può ad ogni cp^ sostituire q), , trascurando 
quantità piccolissime, dell'ordine di a,b,c,f,ff,h. Dunque TT è una 
forma quadratica, essenzialmente negativa, delle componenti deUa 
deformazione. Segnaliamo fin d'ora l'altissima importanza che ha 
il potenziale unitario TT in tutta questa teoria: « esso ha l'insigne 
proprietà di rappresentare Yenergia, riferita all'unità di volume, 
che il corpo elastico possiede nell'intorno del punto che si consi- 
dera, energia la quale è equivalente sia al lavoro che l'unità di 
volume del corpo può svolgere nel restituirsi dallo stato attuale 
allo stato naturale, sia al lavoro che hanno dovuto svolgere le 
forze esterne per condurre la detta unità di volume dallo stato 
naturale all'attuale suo^stato di coazione elastica » Q. 

2. Se nell'espressione di TT mettiamo in evidenza i termini che 
contengono soltanto a,bjCj o soltanto f,gyh^ possiamo scrivere 

n = — i {Aa^ + B6» + Ce» + 2A'bc -f 2B'ca + 2C"a6) 

— 2(^ + G^8 + HA» + 2F'gh + 2Q'hf+ 2H7g) 
^2a{FJ+G,g+H,h)-2b{F^f+G^g+H^h)-2c{F,f+G,g+H,h), 

Se il mezzo è omogeneo, i coefficienti A,B, ..,, H^ sono costanti 



(*) Bkltkahi, Sulle eonditioni di rMistenza dei corpi elastici (ReDdiconti deiristituto 
lombardo, 11 Giugno, 1885). 
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in tutto il corpo, purché non si abbiano variazioni di temperatura, 
come si è finora tacitamente supposto e si continuerà a supporre. 
Si osservi che, nel caso più generale, queste costanti, o coefficienti 
di elasticità, sono ventuno. Rankine {*) le distingue con le seguenti 
denominazioni : 

A , B,C: elasticità dirette 
FjO,H: » tangenziali o di rigidità 
A\B\C*: » laterali 
F*,Q\H'\F^yO^,H^\F^,0^yH^\F^,0^,B^: elasticità asimmetriche. 

Se il mezzo è dotato, per ciò che riguarda Telasticità, d'un piano 
di simmetria, ciò vuol dire che n non varia nella forma quando, 
preso il detto piano per piano delle yz, si cambia a? in — x. 
Questo cambiamento trae con sé il cambiamento di u in — u, e 
quindi di ^ ed A in — g ^ -—h, mentre a,ì)yC,f restano inalte- 
rati. Dunque deve aversi 

Se il mezzo è dotato di due piani ortogonali di simmetria, sono 
nulle tutte le elasticità asimmetriche. Ciò svela resistenza neces- 
saria d*un terzo piano di simmetria, perpendicolare ai primi due. 
In tal caso il potenziale unitario assume la forma semplicissima 

T\=—^(Aa*+Bb^ + Cc'+2A'bc+2B'ca+2Crab)—2{Fr + Qg*+Hh^). (1) 

3. Se, invece d*un piano, si ha un asse di simmetria, il mezzo 
dicesi dotato d'isotropia intorno a questo asse. É noto {**) che, se 



(*) On aaoes of Elaaticity and cryttallin Forma (R. Società di Londra, 21 Oiagno, 1855). 
(**) Per la dimostrasioDe basta osservare che, se la condizione di ortogonalità 

si conserva quando i coseni X, X\. • . variano di ÓA , ÓA', . . . , si ha 

Z^ÒX' 4- ZX'ÒX = , ovvero 2k{k' -h ÓA') + 2X'{X + ÓA) = , 
vale a dire cos(dsy') =s -.cos(<v'y) ; ecc. 
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si spostano infinitamente poco tre assi ortogonali intorno airorigine, 
in modo che restino ortogonali, i coseni direttori dei nuovi assi si 
possono rappresentare nel seguente modo: 
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Gli angoli a , p , y sono infinitesimi, e si suppone che si trascurino 
gli infinitesimi di ordine superiore. Intanto le formolo (2) e (3) del 
primo capitolo forniscono i nuovi valori di a,l),Cj f,g ,h. Esse 
mostrano che le variazioni subite da queste quantità sono 

òa = 2(^p — T^t) , hf=(b — c)a — h^-\'grx 

hc=2{f(x—g^) , hh=—ga+f^-\-{a—ì))-i. 
Ne segue, adoperando (i), 

— (;ìT— /a)(C'a + 5&+^'c)-.2[/ia + (e — a)P — /t]6?^ 
~(/a ^^3) (B'a +^'& + Ce)— 2[— ^a+rp+(a— &)t]^ , 

ovvero, ordinando tutto rispetto ad a, p, t^ 

Se prendiamo Tasse d'isotropia come asse delle x, TT deve rima- 
nere invariato quando il piano delle yz gira su sé stesso intorno 
all'origine. Bisogna dunque che, per ^ = y = 0, si abbia identica- 
mente ÒTT = 0, cioè 
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Nel caso di due assi ortogonali d'isotropia si ha 
A=:B=C , A' = B' = C' , F=Q = H , A — A'=2F; 

ma allora ÒTT è identicamente nullo, qualunque sia la terna di va- 
lori attribuiti ad a , ^ , t- Il mezzo è dunque pienamente isotropo, 
cioè le sue proprietà elastiche si manifestano con eguale intensità 
in tutte le direzioni. Intanto, se per introdurre la segnatura abi- 
tuale, proposta da Green, si cambia F in 5, osservando che 
A' = A — 2B, la formola (1) diventa 

TT = — ~A{a + b + cy — 2B(n+g^ + h^ — bc — ca — ab) , 
ovvero (*) 

TJ=—^{A—2B){a+b+cy—B{a^+b^+(f+2r+2g^+2n^). 

I coefl9cienti A e B sono le costanti d'isotrapia^ variabili da un 
mezzo all'altro. 

4. Un più elegante modo di trovare la speciale forma che TT as- 
sume nel caso dell'isotropia incompleta, o simmetria elastica rispetto 
ad un asse, è stato dal prof. Beltrami esposto nelle « Note fisico^ 
matematiche ». Si è visto nel § 8 del primo capitolo che le funzioni 

a+ft+c, bc+ca-\-ab'^p—g^—h\ abc+2fgh—ap—bg^-'Ch} 

hanno un significato indipendente dalla scelta degli assi. Ora, pren- 
dendo come asse delle x l'asse di simmetria, se si fa ruotare il 
piano delle yz su sé stesso, intorno all'origine, a resta invariato, 
ma è sempre arbitrario, e però debbono rimanere separatamente 
invariate, in ogni funzione invariante di a,b , e, f, g, h, la parte 
che contiene a e quella che non contiene a. Dunque, osservando 



(*) Vedi nella Teoria della elasticità del Prof. Bbtti, alla fine del secondo capitolo, Tin- 
terpretazione meccanica di o« + ft^ ^ e» + 2/^ + 2fr» + 2h*. 
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che le espressioni invarianti, ottenute precedentemente, sì possono 
scrivere nel seguente modo 

a + (6 + c) , a(& + c) + (&c~r*— ^« — ^•) , 
a{bc — r) + {2fyh — bg* — oh") , 

si vede che rimangono invariate le espressioni 

a, h-{-c , ftc — /^ — ^* — ^» , bc — f*, 2fyh — bff* — ch\ 
ovvero 

a' , a(p-\-c) , (b + cy , r-bc , ff' + h\ 

tralasciando Tultima, che non può entrare nell'espressione di TT. 
Questa è infatti del secondo grado, e si può tentare di scriverla 
cosi : 

'-'Jl=Aa* + Ba{b+c)+C{b+c)*+D[r—bc)-\-E(ff*+h*), (2) 

Poi si può ritenere che questa sia Tespressione generale di n, ap- 
pena si osservi che contiene cinqite coefficienti arbitrarli, e che 
d*altra parte Tespressione di n, nel caso considerato, non può rac^ 
chiudere più di cinque coefficienti. Infatti i nove coefficienti trovati 
nel caso che il mezzo sia dotato di tre piani ortogonali di simmetria 
si riducono già a sei quando si suppone soltanto che si possano 
scambiare fl^a loro due assi. È poi chiaro che ogni ulteriore par- 
ticolarizzazione deve apportare qualche riduzione nel numero dei 
coefficienti di elasticità, numero che, per conseguenza, non può 
essere maggiore di cinque. Si passa poi airespressione del poten- 
ziale, pel caso dei mezzi pienamente isotropi, rendendo l'espres- 
sione (2) simmetrica rispetto ad a, &, e e ad f,gyh.Sì ottiene 

A=C , D = E , 3 = 20 — D , 
e si ricade sulle formolo del precedente paragrafo cambiando AeC 
in ^^, 2> ed ^ in 2J9, e B in ^ — 2J5. 

5. I coefficienti di elasticità sono soggetti a limitazioni, imposte 

Cbsàbo, Teoria deWelaatieità 3 
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dal carattere essenzialmente positivo della forma — TT. Siccome il 
discriminante di (questa forma è 
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le condizioni necessarie e sufficienti perchè a qualunc^ue sistema 
di valori delle variabili corrisponda un valore positivo di — TT sono, 
per un noto teorema di Algebra, 



B>0, il>0. 



A A-2B 
A^2B A 



>0, 



A J.— 2B J.— 2B 
J.— 2B A A^2B 
A—^B A--2B A 



>0, 



cioè 



J5>0, A>0 , A — B>0, 3A — 4B>0, 



e si riducono alla prima ed airultima, perchè, soddis&tte queste 
due, le altre restano soddisfatte a fortìori. Dunque le costanti del- 
Visotropiay A e B, sono necessariamente positive^ ed inoltre la 
prfma supera i quattro terzi detta seconda. Sotto altra forma 
queste limitazioni, che hanno importanza in certe ricerche O, sono 
state date da Green (**) e dimostrate da Beltrami (***) nel modo 
semplicissimo che qui appresso si espone. 



6. Ogni sistema di valori costanti dì a,b,Cy f,g,h corrisponde 
(II, 4) ad una deformazione possibile. Supponendo f=:g=.h=^0, 
il potenziale unitario si riduce a — J9(a*+6*+c') se a+6+c=0. 



(*) Bbltr^iii, SulVinterpretaxione meccanica delle formole di Maxwell, 

(**) Mathematieal Papere, pp. 246, 330. 

(***) Sulle condizioni di reaistenxa dei corpi elastici (Rond. latitato lombardo, 1885). 
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ed a — 2^(3-4 — 4B) se a = & = c = l. Si ritrovano cosi le con- 
dizioni 

B>0 , SA — 4B>0 (3) 

come necessarie. Per dimostrare che sono anche sufficienti basta 
mettere in evidenza il carattere essenzialmente negativo di TT, ed 
a ciò si perviene mediante una semplicissima trasformazione alge- 
brica. Proponiamoci di determinare un numero reale K, in modo 
che sia 

T\ — — B[(a — hQf + {ì) — hQf + (c — KQf -[-2p + 2g^ + 2h^\. 
Paragonando con 

si vede che dev'essere 



\{A'^2B) = B (3ft* — 2ft) , 



e se ne deduce 



8=^3 r 



. . . J^A ~ ÌB 



2B 



Quando le condizioni (3) sono soddisfatte, h è reale, e — TT resta 
espresso mediante una somma di quadrati. Inoltre vien messo in 
evidenza il fatto che per l'annullamento di TT è necessario e suffi- 
ciente l'annullamento simultaneo di a, &, e, /*, ^, ^, giacché da 
a — ft0 = & — ft0 = e — ft0 = si deduce successivamente 

— 3ft0 = O, = 0, a=i:& = c = 0. 
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IV. EQUILIBRIO ELASTICO. 



1. Quando ad un corpo elastico si applica un sistema di forze, 
i punti del corpo si spostano, ed in conseguenza variano le azioni 
interne, che cessano cosi di farsi equilibrio e tendono invece ad 
equilibrarsi con le forze esteme. Nel raggiungere il nuovo equi- 
librio il corpo acquista una forma definitiva, che non abbandona 
se non quando, soppresse le forze esterne, tendono ntiovamente le 
forze interne ad equilibrarsi fra loro. Ciò premesso, conoscendo le 
azioni deformatrici cui è sottoposto un corpo dato, ci proponiamo 
di determinare la nuova distribuzione delle azioni interne e la con- 
figurazione finale del corpo. 

2. Equazioni dell'equilibrio eiastlGO. Siano X, Y, Z le com- 
ponenti, per unità di volume, secondo tre assi ortogonali, della 
forza applicata alla particella dS. In altri termini siano XdSy YdSy 
ZdS le componenti della forza applicata alla massa contenuta in 
dS, Oltre a queste forze, che diconsi forze di massa, si possono 
avere pressioni alla superficie del corpo. Siano Lds , Mds , Nds le 
componenti della pressione applicata all'elemento superficiale ds. 
Quando il corpo, deformandosi, ha raggiunto una configurazione 
definitiva, i suoi punti trovansi in equilibrio sotto l'azione di tre 
gruppi di forze : 1° forze di massa ; 2"* pressioni alla superficie ; 
3* forze elastiche. In virtù del principio di Lagrangia dev'essere 
nullo il lavoro fatto da tutte queste forze nei moti virtuali che il 
sistema può eseguire intorno alla configurazione di equilibrio. Cosi 
per ogni punto, già venuto dalla posizione (cD,y ,z) alla posizione 
(x-\-u , y-\-v , z-\--w)j si ha, nel passaggio virtuale alla posi- 
zione {x-{-u + òu , y -\-v-\-òv, z-{-w-{- bw) , un lavoro elemen- 
tare, espresso da Eòu + ^òv + Ibw se H , t] , Z! sono le componenti 
della forza applicata al punto considerato. Quanto alle forze eia- 
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stìche, il lavoro da esse eseguito non è che la variazione subita dal 
loro potenziale durante il moto virtuale. Il principio dei momenti 
virtuali conduce dunque all'equazione 

[(Zbw+ Ybv +Zòw)dS+{(Lbu+Mbv +Nbw)ds+b(j^dS=0 . (1) 

Ora svincoleremo nel terzo integrale le arbitrarie bw, ^t?, òw?, in 
modo da farle comparire linearmente» come nei primi due inte- 
grali; poi^ osservando che queste quantità sono fra loro indipen- 
denti, e variabili arbitrariamente da punto a punto, eguaglieremo 
a zero i loro coefficienti negli integrali di spazio ed in quelli di 
superficie, separatamente. Perverremo cosi alle equazioni doman- 
date. Anzitutto si ha, ricordando che TT è funzione di a, &, e, /*, ^, hy 

ò [ra5'= [òTO5f= [ /^òa + -^ò& + . . . + ^ Ò7i j ^5'. 

Intanto 

J da dn jox òa 

Similmente 

Dunque, raccogliendo in tre gruppi analoghi i termini che molti- 
plicano bU,bV ,ÒWy 

V TrT^o nòTldx . 1 ÒTJéh/ . l ÒT\dz\. . 
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Sostituendo finalmente nella relazione (1), questa si scinde, per Tar- 
bitrarietà di bu,bv,òw, nelle sei equazioni seguenti : 



(1') 



A^ A/. "T 2 òy ah '^ 2 òz òg 



òx da 
2 do; oh 






jLdTT . 1 

dy 06 "^ 2 d-er hf 

2 d« 05^ 2 dy d/" 



/7 *oo"i*oviii d òTT 



i = 



òTT flte 1 ÒTT dy . 1 òTT dg 
da ein"' 2 oh dn'^ 2 off dn^ 



2 ÒA dn^ 



06 dH"*"2 d/^d»/^^ ^ 



ivndx 

2 òg dn 



liHdy 
2 d/" dn 






òJldz^ 
OC dn 



3. Osservazioni. Le relazioni (1') diconsi equazioni indefinite^ 
perchè valgono in ciascun punto del corpo. Le relazioni (l'O, che 
son valide soltanto in superficie^ diconsi eqiuizioni ai limiti. Ve- 
ramente le condizioni ai limiti si possono imporre in infiniti modi. 
Esse sono espresse dalle relazioni (!'') quando in superficie si danno 
le pressioni. Se invece si assegnano i valori che gli spostamenti 
debbono assumere in superficie, le equazioni ai limiti sono appunto 
le uguaglianze mediante le quali si fissano i detti valori. Quale uso 
faremo delle equazioni indefinite e delle equazioni ai limiti ? Si os- 



servi che 



dn dn 



, . . . sono funzioni lineari di a,b ,c, .. ., e che 



da ' d6 

però contengono linearmente le derivate prime degli spostamenti. 

Le derivazioni ulteriori di -r— , -^ , . . . , accennate nelle equazioni 

(!'), faranno poi comparire le derivate seconde di u,v,w. Adunque 
le equazioni indefinite sono equazioni alle derivate parziali del se- 
condo ordine. Integrandole si otterranno le espressioni di u, v, w, 
contenenti quantità arbitrarie, le quali verranno determinate me- 
diante sostituzione nelle equazioni ai limiti. Ma qui sorge un dubbio. 
Basteranno sempre le equazioni indefinite per individuare un si- 
stema di spostamenti, e le equazioni ai limiti per completarne la 
determinazione ? 



4. Rispondiamo subito, dimostrando che, a prescindere da moti 
rigidi, le equazioni indefinite e le equazioni ai limiti sono suffi- 
cienti per la determinazione degli spostamenti. Supposto che esi- 
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stano due sistemi di spostamenti, {u\ t?', tó/) ed (w", t/', tó?")> sod- 
disfacenti alle equazioni (!'), si considerino gli spostamenti 

w' — u" = w , vf — v" = v , io' — M?'' = t<?. 

È chiaro che a' —a'^=a , y — &" = &, ecc.... Inoltre, esser- 
vando che -r^ , -rr- , . . . contengono linearmente a , & , e , . . . si 

ha -r^ — 'da^^'Sa'' ^^' Scritte le equazioni (!') per ciascun 
sistema di spostamenti, si ottiene, sottraendo, 

da? da "• 2 dy òA "^ 2 d£f òg 
^~2dx oh '^ òy db '^2 de òf 
^'^ 2ÒX òg ^2dy òf ~^ òe oc 

Queste sono appunto le equazioni indefinite dell* equilibrio, nel- 
ripotesi che le forze di massa siano nulle. Operando analoga- 
mente sulle equazioni ai limiti, si trovano le equazioni (i'% in cui 
L = L' — L", ecc. Dunque u^VyW si possono considerare come 
spostamenti dovuti alle forze 

Ora, se prendiamo òu = m, bt? = t?, bw = w nell'uguaglianza (1), 
questa diventa 

{{Lu + Mv + Nw)ds + 2{'ndS = , (2) 

perchè, in virtù del teorema di Eulero sulle funzioni omogenee, 

3,— dir dòn , dTT ^ , Q- 

^" = -ò5--5F + --- = -d^^ + --- = ^^- 

Se per condizioni ai limiti si assegnano le pressioni, vuol dire che 
Z' = X", ecc., cioè L = M=N=0. Se invece si danno gli spo- 
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stamenti in superficie, vuol dire che sopra s dev'essere u'=u'\ ecc., 
cioè u = t? = U7 = 0. Dun(iue in ogni caso è nullo il primo integrale 
delFeguaglianza (2), e questa si riduce a 



I 



lldS = 0, 



Il primo membro ò una somma di quantità essenzialmente negative 

nulle. É dunque necessario che sia nulla ciascuna di queste quan- 
tità, cioè che si abbia TT = in tutto il corpo. Ma si è già osser- 
vato che n non può annullarsi se non per a=b=c=:f=g=h=0, 
ed è noto che in tal caso i relativi spostamenti prendono la forma 

u = l + qz — ry , v=^m-\-rx — pz , w = n-\-py — qx , 

essendo l,m,n,p,q,r costanti in tutto il corpo. Se in superficie 
si danno gli spostamenti, si deve avere l-\-qz — ry = 0, ecc., per 
infiniti valori di x,y, z. Ciò non può accadere se non si ha 

1 = m=n=p =q = r = Oy e conseguentemente u=v=w=^0, 
cioè u' = u^'y v' = v", w' = uy' in tutto il corpo. Se invece si 
danno le pressioni, esistono bensì infiniti sistemi di spostamenti, 
soddisfacenti ad (1') e (l'O; n^^ Ist configurazione finale del corpo 
è sempre la stessa. Del resto basta prescrivere i moti rigidi d'una 
particella qualsiasi perchè le equazioni (!') e (1") determinino com- 
pletamente gli spostamenti. Intatti, presa l'origine nella particella 
considerata, si deve avere, per w = y = z = 0, 



u' = u" , ecc. ; ^ ^-=-r j- , ecc. , 

' ' òy òs òy OS ^ 

cioè u=0,..., ^ — T^:=:0,... Ne segue /=m=n=:p=g[=:r=0; 
poi u' = u", v' = t?", wf = ijcf^ in tutto il corpo. 

5. Caso del mezzi isotpO|ii. Si sa (III, 3) che, nel caso del- 
l'isotropia, il potenziale unitario ha la forma 

n = — 1(4 — 2fi)(a-|-6+c)»— 5(a'4-6*+c* + 2r+2f^*+2A«). 
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Ne segue 

^ = ^{A-2B)e'-2Ba , ^^ = -2Bf. 



e 



però la prima delle equazioni (!') diventa 



X+U-2B)|| + 25(g + | + |) = 0. (3) 



òy 
Ora si ha 

2 f^-L — J-^\ 9^J_ A /^^ I ^^\ I à (òu . dw\ 

òx* ^òy^ ^ dz*^òx\òx^òy^ dz i~^ ^ ^ òx ' 

Sostituendo in (3) e supponendo ripetuto il precedente calcolo per 
le altre due equazioni, si vede che le equazioni indefinite per 
l'equilibrio d'un corpo isotropo sono 

X+{A — B)-^ + BA'u=0, 
Y+{A-B)^+ Bùi'v=0, 
Z + {A—B)^ + B^^w=0. 



A queste equazioni si può dare un'altra forma, utile per Tintegra- 
zione, facendo comparire quattro funzioni di capitale importanza 
in questa teoria, cioè la dilatazione cubica 6, e le doppie comr 
ponenti della rotazione della particella, che indicheremo d'ora 
innanzi nel seguente modo: 



Si ha 



6V ÒW Ò^ gv ÒU^ÒW^ gv ÒV ÒU 

^ dy òz ' * d* òx ' ^ da? òy' 






ÒX òy^ ' òz^ òxòy òxòz 

A /du òv\ \^l^^^^\ òSa ògg 

òy\òy òxj ^ òz\òz òx j òz òy ' 
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6 le equazioni ottenute precedentemente diventano 

Quanto alle equazioni ai limiti^ la prima delle (!'') diventa 

L + (A-2B)e^ + 2B[a^ + n%+ff^) = 0. (4) 
Ora si ha 

o/ ^_i_fc^y_L ^\ q(^«<Iìc I (du , òt?)dy | /òm , òw\de 

^ [àudx ^ òudy , òu de\ , / dt; òm\ dy . / òw du\ de 

\òxdn~^ òydn'^ òednj ' Ida: òy!dn~^\òx òejdn 

cioè 

Sostituendo in (4) si ottiene la prima equazione della terna 

N+(A-2B)e^+2B^ + B(%,p^-X^'i)=0. 



6. Si deve a Borchardt (*) una ingegnosa decamposieione ddPeapreasione di TT 
fti due parti, ima deUe qtioU non reca contributo alctmo aMe equazioni indefir 
nite. Ricordando il processo che ci ha condotti alle equazioni deirequilihrio, riesce 
chiaro che, qaando si ha in vista la sola formazione delle equazioni indefinite^ 



(*) Uebw die Transformation der Elcisticitàtsgleichungen (Giornale di GrelU, 1S73, p. 45). 
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ò lecito trascarare tutti quei termini di TT che in fòTTefiS danno laogo ad inte- 
grali di spazio, identicamente nulli, o ad integrali di superficie. Ora, se si os- 
serva che 

e oonsegnentemente 

V~" 4 ^* '♦"l dy òzi òz~^ UW ^ 4 ^* "^ òy òz ' 
al potenziale 

n = — ^(« + * + c)' — 2B(/^ + ^" + ^* — oc — ca — ai) 
si paò dar la forma TTo-f-TTi, ponendo 

n.=-^[^e.+B(V+%'+%')],n.=-2B^(^|^-|g). 

Per assicurarci che TTi non influisce sulle equazioni indefinite osserviamo che 
ìhTfidS si scinde in tre parti analoghe alla seguente: 

ì I òwòbv . dv òòw ò«?dòt; òv òbw \ ,„ 
J \ dy d^ ' òz'òy d^ d^ "" dy òz ) 

"~ JU ^yòz ~ òzdy I ^""^dyd«r"" àzòy) / 

Il primo integrale si trasforma in integrale di superfìcie ed il secondo è identi- 
camente nullo. Dunque il potenziale elastico^ in quanto ha influenza sulle equa- 
zioni indefinite dell*eqailibrio, si può riguardare come una combinazione lineare 
del quadrato della dilatazione cubica col quadrato deUa rotazione del mezzo, 
ed i coefficienti della combinazione sono proporzionali alle costanti d'isotropia. 
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V. IL TEOREMA DI BETTI, 



1. Questo importante teorema O stabilisce una relazione fra due 
sistemi di forze ed i relativi sistemi di spostamenti in uno stesso 
corpo elastico. Siano (w, i?, m?) ed {u\ xf, uf) gli spostamenti che 
definiscono le configurazioni prese dal corpo sotto l'azione dei si- 
stemi (X Y,Z,L,M,N) ed (Z', Y', Z\ L\ M\ N') rispettiva- 
mente. Per la prima configurazione le condizioni di equilibrio si 
riassumono (IV, 1) nella relazione 

fòn(ffl^+ {{Xbu + Tbv + Zhw) d8+ {{Lhu + Mhv + Nhw) ds^^O, 

che deve aver luogo qualunque siano le variazioni òu^bv,bw, ed 
in particolare per òu = u\ òv = i?', bw = w\ nel qual caso la re- 
lazione precedente diventa 

U^a'+,,+ ^h'\d8+{(Xu'+Tv'+Zw')d8+ {(Lu'+Mv'+Nw')d8 = 0. 
Similmente si ha 

E poiché, per una nota proprietà delle forme quadratiche, 



(*) BKTri, Teoria della elasticità , cap. VI. Vedi anche una oomunicaxione di M* Léyt 
airAooademia di Parigi {Comptes-rendua, 13 Àoùt, 1888). 
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si ha pure 

Questo è il teorema di Betti. 

2. Facciamone una prima applicazione prendendo 
u'=:l + qz — ry , t;' = 7n + ra? — pz , to' ^n-^-py^qx , 
con l, m, UyPy q, r costanti in tutto il corpo. Si ha 

a' = &' = c'=r=^' = /i' = 0; 
poi TT' = 0. Sostituendo nelle equazioni dell'equilibrio si ottiene 

X' =Y' = Z' = V z=, M' = N* = (^ , 
e la relazione (1) diventa 

[[X{l + qz — ry)+.,.]dS-\-[[L(l + qz — r^)+...]ds = 0^ 

Per Tarbitrarietà di l, m,n,p, q, r, Tultima equazione si scinde 
nelle sei seguenti 

{TdS+{Md8 = , {{Zx — XzìdS + iiNx—Leìda^O, 
{zdS+{Nd8=::0 , [iXy'^Yx)dS+[{Ly-^Mx)d8:==0, 

le quali esprimono che le forze esterne si fonno equilibrio. Dunque 
per l'equilibrio dei corpi elastici sono necessarie le condizioni che 
assicurano fequiUbrio dei corpi rigidi (*). 



(*) Bbtti, 2oc. cit. Vedi anche Glbbsch, Théorie de VélaÈtieité, p. 2. 
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3. Ora prendiamo 

con a\ b\ dy f, ^, h! costanti in tutto il corpo. Anche -j^ , -jrr , . . . 

sono costanti, e però le equazioni indefinite danno Z'=F'=Z' =0. 
Se determiniamo a\ &^ . . . , mediante le sei equazioni di primo grado 

dir _dTr _dTr _, ini— M.— M— n m 

da' "" dò' "~ oc' ^ ' òr '" ò^ ~ ÒK —^ ' ^"^^ 

le equazioni ai limiti ci danno 

^ dn ' ^ dn ' ^ dn ' 

ed il secondo membro di (1) diventa 
Dunque 

ieds = — [ (xu' + rt?' + zm?o^^— f (^w' 4- Mv' 4- jviM?o^ • (3) 

Questa notevole formòla fa conoscere la dilatazione totale d*un 
corpo elastico, quando sono date le forze esterne. 

4. Applichiamo la formola (3) al caso d'un corpo isotropo. Sic- 
come si ha 

le equazioni (2) diventano 

— (A — 2B)(a' + b' + d) — 2Ba' = i , r = 0, 

— {A — 2B){a! + V + d)-'2BV = i , ^' = 0, 
-'{A — 2B)(a' + b' + d)^2Bd = i , h' = 0. 
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Dalle equazioni dì sinistra si deduce^ sommando, 

— (3^ — 4j9)(a'+y + cO = 3; 
poi, sostituendo nelle medesime equazioni, 

Finalmente 

Sostituendo in (3) si ottiene 

\Qà8 = :^j^;;^^\[{Xx + Yy -\- Zz)d^ 



(4) 



Q. Supponiamo, per esempio, che si eserciti una pressione uni- 
forme sulla superficie d*un corpo isotropo, essendo nulle o trascu- 
rabili le forze di massa, e si domandi quale sarà la variazione di 
▼olume del corpo. Nel caso attuale 

^=y=Z = 0; l=pI.. M=p%, N=:p^. 
La formola (4) ci dà 

cioè 

8 "" 3i4 — 4B' 

D primo membro rappresenta la dilatazione per unità di volume. 
Essa è dunque, per un dato corpo, proporzionale alla pressione. 
In pratica si dà il nome di coefficiente di compressibUità cubica 
e si rappresenta con q la diminuzione subita dall'unità di volume 
sotto l'unità di pressione. Dalla formola precedente si deduce 

_ 3 

^■"3.4— 4B' 



— 48 — 

Sì considera in pratica anche un altro coefficiente Ey che si chiama 
il modiUo di Young o coefficiente di elasticttà di trazione. In se- 
guito si vedrà che 

3B 



Eq = 



A^B' 



e si conosceranno i mezzi che permettono di determinare speri- 
mentalmente E Q qy Q conseguentemente di calcolare le costanti 
d'isotropia A q B per ciascun corpo. Secondo Tantica teoria di 
Navier e Poisson si dovrebbe avere sempre il = 3-5, e quindi 

Eq:=^\ ma le più recenti esperienze hanno dimostrato che, se 

Eq ha questo valore per talune specie di cristalli, negli altri corpi, 

e specialmente nei metalli, il suo valore è molto lontano da » • 

6. Proponiamoci ancora di determinare l'alterazione di volume 
che subisce un corpo elastica omogeneo sotto l'azione del proprio 
peso. Il corpo si supponga sostenuto mediante forze applicate ver- 
ticalmente a punti d'un piano orizzontale. Posta l'origine nel bari- 
centro, e diretto Tasse delle z in senso opposto a quello della gra- 
vità, sia z=^h l'equazione del piano di sostegno. Per ipotesi è 
X=F = Zr = M==0, mentre il rapporto di ^2^ a p è una costante, 
uguale e di segno contrario all'accelerazione della gravità. La for- 
mola (3) diventa 

{edS=^—zUg'x + ry + dz)dS — \N{g'x + ry-\'dz)^ 

Ma per l'equilibrio esterno è necessario che sia 

{Nds = P , {Na}ds = {Nydsz=:^0 , 

dove P rappresenta il peso del corpo. Inoltre, per la scelta del- 
l'origine, si ha 



[xdS=[ydS =z{zdS = . 
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Dunque 



Se il corpo è isotropo 

In generale si può dire che, per una determinata orientazione, la 
totale variazione di volume è proporzionale al peso del corpo ed 
alla distanza del suo centro di gravità dal piano di sostegno. Per 
esempio, le variazioni di volume d'una sfera 
omogenea ed isotropa, sospesa ad un filo rigido 
sostenuta da un piano rigido, sono eguali e 
di senso contrario, e proporzionali alla quarta 
potenza del raggio (*). Si osservi che, per un 
corpo qualunque, se il piano di sostegno contiene il centro di gra- 
vità, la parte superiore diminuisce o aumenta di quanto aumenta 
diminuisce la parte inferiore, dimodoché resta invariato il vo- 
lume totale. 





VI. DISTRIBUZIONE DELLE AZIONI INTERNE. 



1. Finora si sono studiate le deformazioni elastiche senza preoc- 
cupazione alcuna delle forze che si sviluppano, per effetto delle 
deformazioni stesse, nelFinterno dei corpi. Ora, ponendoci da un 
altro punto di vista, vogliamo trarre dalla considerazione diretta 
di queste forze interne le forniole fondamentali per lo studio del- 
Tequilibrio elastico. paragone fira le formolo ottenute preceden- 
temente e quelle che siamo per ottenere ci fornirà i mezzi di 
studiare la distribuzione delle azioni interne nei corpi elastici de- 



(*) Barn, Teoria della elattieità^ cap. VII. 
Gbsìbo, Teoria deWelasticità 
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formati. Prima facciamo un'osservazione. Nell'interno d'un corpo 

elastico S, già deformato ed equilibrato, si 
consideri un elemento superficiale ds, e si 
immagini prolungato il piano che lo con- 
tiene, in modo da tagliare S in due parti, 
S^ ed S'\ Fra tutte le forze dirette dai punti 
di iS" verso quelli di S" consideriamo sol- 
tanto quelle, le cui linee di azione attraver- 
sano ds. Esse hanno una certa risultante, 
che indicheremo con pds. Similmente le 
azioni che i punti di 8'' esercitano sui punti di S\ attraverso ds, 
hanno una risultante, eguale e di segno contrario alla prima, se, 
come si suppone, il corpo è in equilibrio. La funzione p rappre- 
senta O la pressione su ds, per unità di superficie. 

2. Equazioni intfoffinite. Ciò premesso, scomponiamo il corpo 
in elementi parallelepipedi mediante tre sistemi di piani, paralleli 

ai piani coordinati. Consideriamo uno 
di questi parallelepipedi, e scriviamo 
che trovasi in equilibrio sotto l'azione 
delle forze inteme e delle forze di massa. 
Il piano Oyz divide il corpo in due parti. 
Chiamiamo p^ la pressione unitaria e- 
sercitata, attraverso OBCA\ dalla parte* 
che non contiene il parallelepipedo su quella che lo contiene, 
dimodoché Pxdydz sia la pressione su OBCA\ considerata come 
positiva quando è diretta verso l'interno del parallelepipedo. Si- 
milmente siano Pydzdoo, p^dxdy le pressioni subite dalle facce 
OC AB, OABC. Indicheremo con p«», p»yy Pwx le componenti di 
Px secondo Ox , Oy , Oz \ ecc. Quando dalla faccia OBCA^ si 
passa alla faccia opposta OtìC'A, le funzioni p^, Pw^, p^ di- 
ventano 




Vm-V 



^-dx,p^ + ^^dx,p„+ ^^ 



dx . 



(*) Sui varii modi di definire la preuion9 vedi l^eccelleate Cours de phy$iqf4e mathé- 
matiqt*s di P. Dohbm (Paris, A. Hermann, 1891, t. II, p. 857). 
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Dunque la pressione su O^SCA , considerata come rfoolta siU pa- 
rallelepipedo, ha per componenti — fp^x + -f^^ ) ^V^^ » • • • » © 

però le pressioni interne, computate secondo Tasse delle x, danno 
luogo alla somma 

Scrivendo che la somma delle forze che agiscono sul parallelepi- 
pedo secondo ciascun asse è uguale a zero, si ottengono le equa- 
zioni indefinite per Tequilibrio.: 



^ '^ hx^ òy ^ òz ' ^^> 

hx ^ hy hz ' 

3. Bisogna ancora scrivere le equazioni dei momenti. Si premetta 
che, essendo le forze esteme infinitesime del terzo ordine, esse 
danno luogo a momenti trascurabili rispetto a quelli delle pressioni 
interne. Per semplicità componiamo intorno al centro del paralle- 
lepipedo, ed osserviamo che, per la continuità di cui si suppongono 
dotate, in direzione ed intensità, le pressioni p, è lecito ammettere 
che le loro risultanti sono applicate ai centri delle rispettive facce. 
Ricordiamoci che i momenti dovuti ad una forza (X, F, Z) appli- 
cata nel punto {x^y^z) sono Zy — Yz^Xz — Zx, Yx — Xy, Ciò 
premesso, trascurando nelle forze gli infinitesimi di ordine supe- 
riore al secondo, abbiamo 

nel punto I — ^ (2a; , , | una forza le cui componenti sono pstdydz , Pxydyde , pxgdydz ; 
» lo, —-^dy ,0j » • » pyxdzdx, pyydzdx, pygdzdx; 

» |0,0, — 2^) • • • Pzxdxdy, p^^ydxdy, p^xdxdy; 

» f^^fO.oJ » » » —Pxxdydz, —psydydz, —pwzdydz; 



— 52 — 

Il momento della coppia risultante, che agisce parallelamente al 
piano delle yz, è dunque 

— dy • Pyzdzdx + dz .pzydxdy = {p^ — Pyx)dS , 

e però le equazioni dei momenti sono 

Py*'---Pny > Pxx^^^Pxs > P«y —-Py* • 

Per conseguenza le nove funzioni p si riducono sempre a sei di- 
stinte. Vedremo che, una volta introdotto il concetto di elasticità,, 
esse si ridurranno a tre. 

4. Equazioni ai iimiti. In superfìcie la triplice famiglia di 
g, piani determina elementi tetraedrici, quali 

OABC. Rappresentando con ds, ds^yds^j ds^ 
le aree di ABC, OBC, OCA, OAB, si deve 
avere, per l'equilibrio, 




Lds -\-Pxxds^ -\-Py%ds^ +2>*«^3 = ; ecc. 



Ora si osservi che 



^i==^S^ ' ^^'=^-fn^ ' ^3 = -^^. 



Ne segue che le equazioni ai limiti sono 



L = 






P^ "aZ I Py^ j-l "^ P** 



dy 
dn 



dz 



dx . dy y dz 



dn 

dx 



dn 



^ = P^'^ + Py'^ + P'' 



dn 



dn 



dn 

dz 
dn 



(2) 



5. Passiamo a studiare la variazione delle pressioni intorno a 
ciascun punto. Preso un elemento tetraedrico come OABCneWinr 
temo del corpo, sia p^ds l'azione esercitata, attraverso ds, da quella 
parte del corpo, che contiene il tetraedro, su quella che non lo 
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contiene. La pressione computata come rivolta sul tetraedro è 
— PndSy e per l'equilibrio si deve avere 

—Pm>ds +p^ds^ +Py»ds^ +JPsxfitó3 = ^ I ^cc. 

Se a, p,T sono i coseni direttori della perpendicolare ad ABC, 
abbassata da 0, si ha dSi = (xds, ds^=z^ds, ds^ = jds; poi 



Pnx = aPxx + ^Pyx + TPzx , 
Pnj, = ap^y + &Pyy + TPzy , 
Pfu = aPxx + ?Py, + m 



(3) 



'XX 



Queste relazioni, indipendenti dalle dimensioni del tetraedro, sus- 
sistono evidentemente quando l'elemento ABC^ spostandosi paral- 
lelamente a sé stesso, finisce per contenere il punto 0. Si hanno 
allora quattro elementi incrociantisi in 0, e le relazioni (3) mostralo 
che, conoscendo le pressioni su tre elementi, la pressione sopra un 
quarto elemento è determinata per intensità e direzione. Come 
variano la direzione e l'intensità della pressione qicando l'ele- 
mento superficiale che la sopporta ruota intomo ad Oì 



6. Prima domandiamoci se esistono elementi che subiscono sol- 
tanto pressioni tangenziali. Per brevità porremo 

I 

P(a , p , t) = a*Px« + ?%y -f r^Pxx + 2^rp^, + 2rfap,s + 2a&p^ , 

6, chiamato A il discriminante di questa forma, rappresenteremo 
con 

Qgm Qyx Qxx 

Qxy Qyy Q*y 

Qxx Qyx Qxx 

il reciproco di A, e con Q(a, p, t) la forma reciproca di P. Ora, 
per le (3), la condizione di ortogonalità 

OPn. + ?Pny + TPnx = 
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diventa P=zO, e questa equazione rappresenta un cono quadrico, 
luogo delle perpendicolari agli elementi superficiali^ sollecitati solo 
tangenzialmente. É noto che Inequazione deirinviluppo dei piani 
condotti, pel vertice di P, perpendicolarmente alle generatrici, è 
appunto Q = 0. Questo secondo cono, quando è reale, divide lo 
spazio angolare, intorno al punto considerato, in due regioni, e 
mentre gli elementi superficiali immersi in una regione subiscono 
solfante pressioni propriamente dette, gli altri sopportano invece 
delle tensioni. Se il cono Q è immaginario, ciò vuol dire che gli 
elementi superficiali incrociantisi nel punto considerato sono tutti 
soggetti a pressioni, o tutti a tensioni. In questo caso si consideri 
la superficie Q = + A , scegliendo il segno del secondo membro in 
modo che si abbia una superficie reale (necessariamente un ellis- 
soide). Nel primo caso, invece, si prenda il segno + in una regione 
ed il segno — nell'altra, in modo che l'equazione Q =^ + A rap- 
presenti una coppia di superficie reali, cioè due iperboloidi ad una 

ed a due falde, aventi in comune 
il cono assintotico Q = 0. In ogni 
caso la superficie Q = ± A si 
chiama (*) superficie direttrice 
perchè basta la sua conoscenza 
per determinare la direzione della 
pressione su ciascun elemento. In- 
fatti, se si osserva che si ha, in 
virtù delle (3), 




Pna,QT +PnyQwi + PnMQmz = aA , 
PmQl^ +PnyQyy + PfuQyz = PA , 
Pn»Q,x + PnyQzy + PnzQ» = fA , 



(4) 



si vede subito che il piano conjugato alla direzione di p^ è 
ax 4- Py + Tz = , cioè il piano stesso dell'elemento. Quanto al- 



(*) LAMé, L9Qon8 sur l€B co0rd<mné9» curviUgnes^ % CXU. 
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rintensità, se x^y^z sono le coordinate dell'estremità del segmento 
rappresentativo di p^y le (4), quadrate e sommate, danno 

Dunque i valori assoluti dette pressioni a tensioni intomo ad un 
punto variano come i diametri di un ellissoide. Questo si chiama 
ellissoide di elasticità. Se disponiamo gli assi coordinati parallela- 
mente agli assi di P, dimodoché si abbia Py, =Pxx =Psy == , le 
equazioni della superficie direttrice e deirellissoide di elasticità 
diventano 

a?« y* , ^» _ 



4ri' ^Tj' «-j' 

e si vede cosi più facilmente che le dette superficie hanno gli stessi 
assi. Inoltre certi due elementi superficiali, perpendicolari fra loro, 
sopportano la minima e la massima tensione, ed appartengono alla 
terna, generalmente unica, degli elementi non soletti a pressioni 
oblique. È poi chiaro che> qualunque sia Torientazione degli assi, 
i valori wj , wg , w, delle pressioni principali sono le radici del- 
Tequazione 

P» — W P«y PxM =0. 

Pyte Pyy ^ •" Py* 

Pxx Psy Pmx """ 

7. Il paragone fra le equazioni deirequilibrio, indefinite ed ai 
limiti, ottenute nel quarto capitolo, e le equazioni (1) e (2) , mostra 
che nei corpi elastici le funzioni p dipendono da tre sole funzioni 
u,v,w mediante le relazioni 

dn òn 1 òT\ 



Pax ^ 9 Pyy n;^ , . . . , Pyx pMy Q 



^a ' ^w — ^ft » • • • > ^'v —if»y — 2 òf 
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cioè, adoperando la segnatura del terzo capitolo, 

—p„ =Aa-\- C'b + 5'c + 2{FJ+ O^g + H,h) 
—Pyy = C'a +Bb + A'c + 2{FJ+ G^g + H^h) 
—p„ = ffa + A'ì> + Cc + 2{FJ+ G^g + H^h) 
—Py. = F,a-^F^b^ F^c + 2{Ff + JST^ + &h) 
— p„=G,a + G^b-\-G^c^-2{fff^Gg +rh) 
^p^ = ff,a + ff^b-\-ff^c + 2{Gr+rg-\-m) 

Son queste le forinole che fanno conoscere la distribuzione delle 
forze interne in ogni punto d*un mezzo elastico deformato. Se, nel 
punto che si considera, il mezzo è dotato di piani di simmetria, 
spariscono (ni, 2) le elasticità asimmetriche, e si ha semplicemente 

—p„ = Aa+ C'b 4- B'c , — jpy, = 2Ff , 
—Pyy^zC'a + Bb+A'c , —p,^ = 2Gg, 
—p„ = ffa+A^b-^Cc , —p^ = 2Hh . 

Con queste formolo è facile f ) spiegarsi le denominazioni proposte 
da Rankine per distinguere fra loro i diversi coefficienti di elasticità. 



Vn. MOTO ELASTICO. 



1. Equazioni dei moto oiastioo. Supponiamo che i punti del 
corpo, invece di trovarsi in equilibrio, vibrino intorno a certe po- 
sizioni fisse (^, 2/, .sr), e si trovino, alla fine del tempo t, nelle 
posizioni (a?+u, y-\-Vy z-^-w). In tal caso gli spostamenti u, v, w 
sono certe funzioni di x,y,z,t, determinate le quali riesce nota 
la serie delle configurazioni che il sistema va assumendo col va- 



(*) Glbbsoh, Théorie de Vélatticité, p. 38. 
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riare del tempo. Alla determinazione di UfV,w provvedono le 
equazioni del moto, che si deducono dalle equazioni indefinite (lY, 2) 
dell'equilibrio facendo uso del solito principio di d'Alembert, espri- 
mendo cioè che tutto succede come se il corpo fosse ad ogni istante 
in equilibrio sotto Fazione delle forze propriamente dette e di forze 
fittizie, uguali e di segno contrario a quelle che produrrebbero il 
moto eCFettivo di ciascun punto. Queste ultime vengono misurate 
dal prodotto della massa QdS per Taccelerazione, le cui componenti 
sono, com'è noto, 

d\x+u) __ ò^u ò^(y + v) _ òH ò\z + w) __ ò^w 

Ck>si vediamo che le equazioni indefinite del moto si deducono dalle 

equazioni indefinite dell' equilibrio sostituendo XdS ^ pdS a 

XdSf ecc. É poi evidente che le condizioni ai lìmiti restano sempre 
le stesse. Il problema del moto elastico si risolve dunque con le 
seguenti equazioni: 
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(1) 



completate dalle equazioni ai limiti (lY, 2). 

2. Teorema I Se le forze esteme non variano col tempo, il 
problema generale del moto elastico è sempre scomponibile in 
d%ie problemi speciali : V un problema di semplice equilibrio; 
2** un problema di moto sotto Vazione delle sole forze elastiche. 

Siano infatti u\ xf, ul gli spostamenti che bisogna dare ai punti 
del corpo perchè rimangano in equilibrio sotto l'azione delle forze 
esterne e delle forze elastiche. Le funzioni u', t?^ to', indipendenti 
da t, debbono soddisfare alle equazioni (!') ed (1") del quarto ca- 
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pitolo. Sottraendo queste dalle equazioni (i^ ed (i'0> relative al 
sistema {u,VfW) dì spostamenti, si ottengono le relazioni 

P A*4 A*. AV~ I O A-. ;^I." "T" O A-» 



òt^ ~ òx da" ^ 2 dy oh" ^ 2 d^ d^" ' 

""" òa" dn'^2 dh" dn+ 2 d^" dn ' ^ ' 



alle quali debbono soddisfare gli spostamenti residui u — u' = u*\ 
V — v'=v", w — to' = to'*. Le relazioni (2) sono precisamente le 
equazioni del moto elastico, nel caso che manchino le forze esterne. 
E necessario supporre le forze esterne indipendenti dal tempo, 
perchè se X, per esempio, fosse funzione di /, siccome la X che 
comparisce nelle equazioni (1') non è che un valore particolare di 
questa funzione, la differenza fìra le due X non sarebbe sempre 
nulla, ma varierebbe col tempo. Si osservi che il teorema dimo- 
strato può ricevere la seguente notevole interpretazione : ^Ipwnti 
d'un corpo elastico, soggetto a forze indipendenti dal tempo, vi- 
brano intorno alle corrispondenti posizioni di equilibrio come 
vibrerebbero, liberi da forze esteme, intomo alle loro posizioni 
naturati » (*)• 

8. Di quale natura è il moto dei punti d*un corpo elastico vi- 
brante ? In virtù dell'ultimo teorema, se si vuol riconoscere Yindole 
delle vibrazioni elastiche, è lecito supporre il corpo completamente 
libero. In questa ipotesi le equazioni del moto sono 

^ d«» òx òa'^ 2 hy ^h^ 2 he hg ' òa dn'^ 2 hh dn~^ 2 h9 dn\ 

\^^y^'òt^'~2òxhh^ òy òb'^2 dz òf ' 2 oh dn^ db dn^ 2 òf dn^^ > 

^ de* 2dxòg 2òy òf òz oc ' 2 òg <i« 2 òf dn^ oc dn 



(*) Vedi Clbbsch, Théorie de VÉlasticité, p. 53. 
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Tentiamo di soddisfarle prendendo 

u = w'<p(/) , V = t?'<p(0 , w = M?'<p(0 , 

con u\ xf , v:f indipendenti dal tempo. Distinguendo con un apice 
tutto ciò che si riferisce ad u\ v\ to^ si ha, per derivazione, 
a = a'<p(0 , & = &'<p(0 , . . . , /i = Ktp{t) , e conseguentemente 

poiché -X— , -xT- , . . . , -v^ si esprimono linearmente in a, &,..., ^. 
Ciò premesso, la prima delle (!') diventa 

e siccome il secondo membro è indipendente dal tempo, è neces- 
sario che altrettanto avvenga del primo, e sia, per conseguenza, 

dove con — /t' si è voluto rappresentare una costante qualunque. 
Dunque la più generale forma possibile della funzione cp è 

(p(^) = Xcos(ftO + |nsen(AO , 

e le equazioni (!') ed (1") diventano 

/ niA.'— Adii 1 IJLdn; , l^dTT ^ ^1^ . IdTT^ , l^òTT d5 
I p#™ — ^^^^^ ^^^ ^^, "f 2 d« 0/ ' da' dn"^ 2 d/i' dn'^ 2 d^' «^ 

/JnÀ^,'-iAdIL' 1. AdiruiAdU o^idU^j. dTr^.ldTTd^' 

(J-)/^ jwrr — 2 da? ÒA' "^ òy òb' "*" 2 d« df ' 2 oh dn'^ òb' dn'^ 2 òf dnM ^ 

nK«,'-~iAdIL'j-lJ.dII . JL^IT n--idn!^_L.idTl^ . òTT^l 
***^"^ "* 2 da; òg' '^ 2 òy òf "^ òz oc' ' 2 àg' dn'^ 2 àf dn'^ oc dn 

Sapponiamo che, con un mezzo qualsiasi, si pervenga ad integrare 
le equazioni (2'). Allora u', v', u/ sono certe funzioni di x,y,z, 
ed anche di ft', la cui sostituzione nelle (2") ci fornisce, per eli- 
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minazioDe di x^ y, z fra le medesime (2") e Tequazione della su- 
perficie, un*equazione in ftS che ammette come radici tutti 1 valori 
possibili h^^y V» /i,*, ... di ft*. Ad ogni ki^ corrisponde una speciale 
soluzione u' = tti, t>' = t?<, w' =^Wi delle equazioni (2') e (2"), e 
conseguentemente una soluzione particolare delle equazioni (!') ed 
(i"), delle quali si ottiene C) la soluzione generale combinando 
linearmente tutte le possibili soluzioni, cioè scrivendo 



taiOO t AQO t=s « 

x^i T^i r^i 



laiOO tSBQD 1=-» 



dove 

<Pi(t) = \iCos(hit) -f jiiiSen(AiO • 

Più oltre si vedrà come si determinino le costanti X^ , X^ ' • *• > Mi > Ms > • • • 
mediante le circostanze iniziali del moto. 

4. Distinguiamo con indici i ^ j due soluzioni delle equazioni (2'), 
corrispondenti ai valori hi e hj di h. Per renderci conto della na- 
tura delle vibrazioni (2) è d'uopo dimostrare una importante pro- 
prietà dell'integrale 



-fi'^ = j (Wi^y + ^tt?i + '^iWj) pdS . 



Le (2') e le (2"), relative agli spostamenti u, , Vi, Wi, si possono 
considerare come le equazioni deirequilibrio, in cui si ponga 

X=Qh*Ui , Y=:Qh^Vi , Z=9h*Wi , L = M=zN=0, 

Quindi per òu = Uj, bv=Vj, òm? = u?,, l'eguaglianza (1) del quarto 
capitolo diventa 

M« = -j(a,^ + 6.^ + ... + ^,^)d5. (3) 
Siccome il secondo membro e Ki, non variano per lo scambio di i 



(*) Vedi PoiNOABÉ, Legons iur la théorié de Vélasticilé (Paris, O. Carré, 1892, p. 112). 



— 61 — 

con X è necessario che si abbia hi*Kij = hj^Kij , e poiché, per ipo- 
tesi, ki*=^kj^ se /=#=y, si ha pure Kìj = 0. Invece, se i=j, il 

secondo membro di (3) si riduce a — 'ZÌT^idS. Riassumendo ve- 
diamo che 



Ki = 



~k^]^'^^ ' ^ ^=*^' 



(4) 
, se i=¥'j\ 



5. Utilizziamo Tultimo risultato per dimostrare che le costanti 
k| , k, , kg , . . . sono tutte reali. Dal processo seguito per ottenere 
Tequazione che ammette le radici ft/, ft,*» ^3*> • • • appare evidente 
che questa equazione ha i coefficienti reali. Ad ogni radice imma- 
ginaria corrisponde dunque la radice coniugata. Sia V» A/, una 
coppia di tali radici.. É chiaro che le equazioni (2'), scritte una 
volta con hi* ed un'altra con /t/, forniscono per Ui ed Ujy Vi e Vj , 
Wi e Wfj espressioni conjugate, e però UiUjy VìVj, WiWf sono somme 
di quadrati. Dunque Kìj si compone di elementi essenzialmente non 
negativf. Ma già sappiamo che dev'essere Kìj = 0. Ciò non può aver 
luogo se non è «*,== , w^ == , . . . , w?j = 0. Dunque non è possibile 
che h^*, V> ftg', . . . non siano reali. Che questi numeri siano anche 

positivi risulta poi subito dall' eguaglianza hi* Ku = — 2 j TT» d5 , 

giacché Tli è quantità essenzialmente negativa, e Ku è una somma 
di quadrati. Dunque h^, h^, h^,.,. sono numeri reali. 

6. Ritorniamo alle formolo (2). Queste ci dicono che le vibrazioni 
dei punti d'un corpo elastico si possono considerare come risultanti 
dalla sovrapposizione di vibrazioni più semplici, quali sono le vibra- 
zioni u = u'q>{t)j v = v*cf>(t), w=:w'q>(t) per ciascun valore di ft. 
Se h fosse immaginario, u,VfW si esprimerebbero esponenzial- 
mente in tf e però potrebbero decrescere o crescere indefinitamente 
col t«mpo. Invece, per la realtà di ft, ciò non può aver luogo, 
poiché u, per esempio, non supera mai, in valore assoluto, la quan- 
tità u* /x* + ^* > indipendente dal tempo. Inoltre, se si aumenta t 
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di -jT- nelle precedenti espressioni dì u, v, w, queste tornano ai 
primitivi valori. Esse rappresentano dunque un moto pendolare, la 

2lT 

cui durata periodica -jt- è la stessa per tutti i punti del corpo, 

variando solo T ampiezza dell* oscillazione da punto a punto. Si 
arriva cosi alla seguente notevole conclusione (*) : I moti intemi 
d'un corpo elastico non possono né aumentare né diminuire col 
tempo. Al contrario tutti i moti parziali si eseguono in eguol 
tempo fra limili invariabili, raggiunti periodicamente. Le for- 
mole (2) mostrano che le vibrazioni di ciascun punto risultano 
dalla sovrapposizione di infiniti moti pendolari, aventi periodi 
diversi. 

7. Teorema ili Saint-Venant i La forza viva d^un corpo elastico 
mbrante è uguaie alla, somma deUe forze vive dovute ai singoU moti pendo- 
lari (**). 

La forza viva totale del corpo vibrante è 

♦=èJ[(S)'+(S)+(V:r]p^- 

Ora, per le (2), si ha 

poi, moltiplicando per pe^^S^ ed integrando a tutto S, si ottiene 

^ 2Zj ^ dt dt • 

Il secondo membro si riduce, in virtù di (4), ai soli termini per i quali è •=y. 
Dunque 

«ss 00 






(*) Olbbsch, Théorie de Vélastieité, p. 130. 

(••) Vedi i Compteà-rendus, 1872, g»"» sein., pp. 1176, 1425, 1567. 
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D*altra parte la forza viva dovata ai soli moti pendolari, Gorrbpondenti alPin- 
dioe i, è appunto 

»,_'|„.+^+„s(*B)>_|r.(if)'. 

È dunque vero che si ha = 0i -|- 0^ -f~ Os -{-... . In altri termini tutto 
accade come se il corpo fosse animato da infiniti moti pendolari, coesistenti con 
perfetta indipendenza fra loro. 

8. Ora, tornando all'integrazione delle {V\ ci resta soltanto da 
(àr vedere come riescano pienamente determinate le costanti 

quando si fissano le circostanze iniziali del moto, quando cioè in 
un dato istante, che si può sempre assumere come origine del 
tempo, si suppongono conosciuti lo spostamento (Uo , Vo , t^o) e la 
velocità (Uo'y Vo, Wo) di ciascun punto. Per / = si ha 

e conseguentemente (*), ponendo < = nelle formole (2), anche 
dopo averle derivate una volta rispetto a l, 





Wo = 



= 2j Xit^i , u[ = \^ki[iiUi . 



tsl tal 



Si moltiplichi la prima eguaglianza per {iUndS, e, dopo aver fatto 
altrettanto per Vo ^ Wo, si sommi e si integri. Evidentemente si 
ottiene 



tsnOO 



Kon — / i * *" ** "** » 



tal 



vale a dire 



J(WoWn + VoVn + WoWn)pdS 

. J(t*n' + »n* + Wn«)p(«fif 



(*) Vedi PoiNCARé, loc, cit., p..ll3. 
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Basta cambiare K in hnìu ed Uo.VojWo in Uo'y Vo, Wo per tro- 
vare )Lu: 

J {UoUn + VoVn + WoWn)pdS 

Qui si osservi che le costanti cosi calcolate sono quelle che deter- 
minano le ampiezze degli infiniti moti pendolari componenti, mentre 
le durate periodiche degli stessi moti riescono determinate me- 
diante Aj , /i, , ^3 , . . . Dalla precedente analisi risulta dunque che, 
mentre le ampiezze deUe osculazioni dipendono dalle circostanze 
iniziali del m/)to, la loro durata dipende invece dalla formai geo- 
metrica e dalle dimensioni del corpo. In altri termini, il variare 
delle circostanze iniziali del moto in un dato corpo non influisce 
che suirampiezza delle oscillazioni, restando sempre inalterato, per 
ogni oscillazione componente, il tempo in cui essa si compie (*). 

9. In tutta l'analisi precedente rimane un dubbio, cioè che l'equa- 
zione che deve fornire i valori delle k possa non ammettere infi- 
nite radici, ed anche che possa non ammetterne alcuna, nel qual 
caso non esisterebbero soluzioni delle equazioni (2') e (2"), della 
forma considerata. Ora noi dimostreremo (**) che le dette equazioni 
am/mettono infinite soluzioni diverse. Tra gli infiniti spostamenti, 
obbligati alla condizione 



j 



(^« -f t?« + w') pd8=i , (5) 



cerchiamo quello che fa prendere a — xT^dS il minimo valore. 

Tutto fa credere che un tal minimo esista, e sia positivo o nullo, 
perchè la funzione considerata, essenzialmente positiva, è continua 
in virtù delle ipotesi fatte fin dal^ principio sugli spostamenti. Il 
calcolo delle variazioni conduce a porre 

I hUdS + X 1 (uhu + vhv + w?^w?) ?dS = ,. (6) 



(*) CLBBftCH, Théorie de Vélastieité, p. 125. 

(**) Poincaré, loc. eit., p. 104. Questa dimostrazione, in verità, lascia molto a desiderare 
in quanto afferma resistenza del minimo di -^{HdS. 
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rappresentando con X una costante, e con bu, bv, bw le varia- 
zioni arbitrarie di u,v,w. In particolare, se si fa bu = u, bv=v, 
bw = w, si ha pure 

. . dw òbu du 

ba = b^ = 3— = ^ = a , ecc. ; 

òx òx ox 



quindi 



òn = ^òa4-... = -^« + ... = 2n. 



e la (6) diventa, in virtù di (5), 

— jra5f = ^X. (7) 

Dunque X è un numero positivo, nullo, che rappresenteremo 
con h^*. Se poi paragoniamo la (6) con Inequazione ottenuta appli- 
cando il principio di Lagrangia, e dalla quale si sono ricavate (lY, 2) 
tutte insieme le equazioni dell*equilibrìo elastico, si vede che le sei 
equazioni nelle quali, per l'arbitrarietà di bu^ bv ,bw, si scinde 
la (6), si possono comodamente dedurre dalle equazioni stesse del- 
l'equilibrio, facendovi X=pXw, F=:=pXt?, Z=p\w , L=Mz=:N=^0. 
In tal modo si ritrovano precisamente le equazioni (2') e (2")* 1© 
quali debbono dunque ammettere, per h = h^, una soluzione 
(ti^j v^, w^) costituita appunto dalle funzioni che, soddisfacendo 

alla (5), rendono minima — J 17^^49. Stabilita cosi l'esistenza dì queste 

particolari soluzioni, consideriamo, fra le infinite funzioni soddisfa- 
centi alla (5), quelle che soddisfano anche alla condizione 



I 



{uu^ + ^^i + tmo^) pdS = , (8) 



e fra esse determiniamo quelle che rendono minima — JTO5'. Per 

tali funzioni, qualunque siano le variazioni bu,bv,bto, e per con- 
venienti valori di X e Xj, si deve avere 

CbTJdS + \i{ubu + vbv +wbw) pdS+\i I (w,ÒM + v^ bv-{-w^bw) QdS=0, (9) 

CB8ÀR0, Teoria deWElasticità 5 
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In particolare, per òw = t^^ , òt? = i;, , bw = w^j 

j'bTldS + \, = , 
dove 

bn r= -^ òa + . . . = -^a, + . . . 

D'altra parte la (6), soddisfatta dalle funzioni u^^,v^,w^^, diventa, 
per hu = u, bv^=v y bw=^w , 

I bT\dS = , dove ÒTT = -<— a + . . . = -y- a^ + . . . 

Dunque X^^O. Dopo ciò la (9) assumerla forma della (6), e però 
\ dev'essere un numero ftj*, non inferiore a k^, poiché le nuove 
funzioni Wg , t?j , t^^ » soddisfacenti alle (2') per ft = ftj , sono obbli- 
gate a verificare la relazione (8), oltre la (5). In modo analogo si 

perviene a determinare le funzioni u^,v^,w^, per le quali — J TldS 

raggiunge un valore 0^/^3*9 minimo fra tutti quelli che può assu- 
mere per funzioni u,VyW, soddisfacenti alle condizioni (5), (8), 
ed alla nuova condizione 



j {uu^ + ^^2 + u)w^) QdS = 



È ovvio che ftg* non è inferiore a ^2* ; ecc. 

10. Ottenuti così i numeri h^^ = l\^ = ftg' = . . . , bisogna dimo- 
strare che essi sono realmente tutti fra loro diversi, e per questo 
cominceremo dal togliere il dubbio che essi possano essere tutti 

nulli. Se ciò avvenisse, la (7) darebbe JTT^Sf = 0, e le funzioni 

Wi , t?4 , Wi avrebbero necessariamente la forma caratteristica degli 
spostamenti rigidi. Altrettanto si avrebbe per le successive terne 
di funzioni ; ma la settima terna si esprimerebbe linearmente nelle 
prime sei, e noi ora dimostreremo che ciò non può accadere, perchè 
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gli infiniti spostamenti (Uj , v^ , w») sono linearmente indipendenti 
fra loro. Infalti, se si avesse 



n-l 



n-l 



n-l 



w. 



= VXiW» , V^ = ^S\iVi , M?, = VXiM?t , 



-con Xj , \, , Xg , . . . costanti, si avrebbe anche 



n— l 



)'(«,« 4- v: + w,*) pdS =^hKi, = , 

-ed invece, essendo le funzioni Un^Vm Wn fra quelle che soddisfano 
^Ua (5), il primo membro è uguale all'unità. 



Vm. APPLICAZIONE ALLA SFERA. 



1. Le considerazioni svolte nei precedenti capitoli ci mettono in 
^rado di risolvere completamente il problema generale proposto in 
principio del quarto capitolo, purché si sappiano integrare certe 
equazioni differenziali. In seguito ci occuperemo dei mezzi di facili- 
tare di effettuare tale integrazione in generale ; ma in certi casi 
speciali la semplicità stessa dei dati fa intuire la forma da attribuire 
agli spostamenti perchè siano soddisfatte le equazioni dell'equilibrio 
o del moto. Prenderemo ad esempio la sfera, col solo scopo di fare 
tin'applicazione immediata dei risultati precedentemente ottenuti. 

2. Equilibrio. Si consideri un involucro sferico, omogeneo ed 
isotropo, sottoposto internamente ad una 
pressione p^ per unità di superficie, ed 
esternamente ad una pressione p,. Sia i\ 
il raggio interno, r^ il raggio esterno. Se 
le pressioni sono uniformemente distribuite, 
si capisce che lo spostamento alia distanza 




— 68 — 

r dal centro deve dipendere dalla sola r e non può aver luogo 
che nella direzione stessa del raggio, dimodoché, chiamato e Tal- 
lungamento unitario, sia w = co? , r ::= cy , t^ = €^ , e conseguen- 
temente 

ÒM , d€ òr 1 ^* ^ ^" <?€ òr ojy d€ 

hx ' drhx ^ r dr ' dy àrhy^^ràr' 



Quindi 

A — ?lc -4- r« 

dr 

e le equazioni indefinite diventano 



e = 36 + r| , ^^ = ^^ = ^3 = 0, 



de _ òe _ ò9 _Q 



dx dy djBT 

Dunque 6 è una costante, che chiameremo 3X. Da 
si deduce, integrando, 

€ = X + -^. (1) 

Ora si tratta di determinare le costanti X e jii. La prima equazione 
ai limiti, relativa ad una qualunque delle due superficie sferiche, 
diventa, a prescindere dagli indici ed i che distinguono le dette 
superficie Tuna dairaltra, 

cioè, osservando che per w bisogna mettere r o — r, 

pf + 25(ef + a;J)+3XU-25)f = 0. 

Ne segue, dividendo per — e adoperando la (1), 



— 69 — 

Allo stesso risultato si perviene mediante le altre due condizioni 
ai limiti. Si hanno cosi le equazioni 

dalle quali si deduce 

'' "" (3A ^=^ (ri» — ro') ' ^ — 4B (fj» - V) * ^^ 

Sostituendo in (1) si ha il mezzo di conoscere la deformazione in 
ciascun punto, le variazioni dello spessore, del volume, ecc. Per 
esempio Taumento totale di volume è 

jeaS = 3\ . I- n (r.» - ro») = ^^^ . 

3. Nel caso d'una sfera piena o d'un mezzo indefinito, provvisto 
d'una cavità sferica, non si ha più che 
una superficie sola da considerare, e quin- ^^¥^^^, j^Sès/v 
di una sola equazione per determinare X ^ 

e ]ì; ma in tal caso si provvede subito 
alla determinazione d'una costante osser- 
vando che lo spostamento er deve serbarsi finito, e però deve 
essere ili = nel primo caso, \ = nel secondo. Si osservi che le 
formolo (2) sussistono anche in questi casi estremi, giacché danno, 
per ro = , 

e per r^ infinito, supponendo inoltre Pi = , 




8 



Si noti che le penultime formolo convengono ugualmente al caso 
d'un involucro sferico qualunque, sottoposto a pressioni opposte ed 
uguali per unità di superficie. 
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4. Pressioni e tensioni. Per qualunque corpo isotropo si ha 

Nel caso attuale queste formole diventano 

—p^ = \(3A - 4B) + 2m^ ^' + ^^""^' . ecc. , 

Se facciamo passare Tasse delle z nel punto intorno al quale vo- 
gliamo studiare la distribuzione delle azioni interne, le ultime for- 
mole danno, facendovi a?=:y = 0, z = r, 

-i = -, = -X(3A-4B)-^ , ^^ = -\{3A-4B) + ^. 

In particolare, per |ii = 0, si ha w^ = w^ = w^=p^, e l'ellissoide 

di elasticità^ in ogni punto, diventa una sfera. Dunque in una sfera 

piena, sottoposta ad una pressione uniforme, si può dire che questa 

pressione si trasmette normalmente a tutti gli elementi superficiali 

interni, con eguale intensità, come nei fluidi. Invece, se si fa X = 0^ 

si ha 

_ _ i, PoiroV 

*"i — *■«— 2'^3"~~ 2 [r ) 

e Tellissoide di elasticità è di rotazione intorno al raggio. Dunque 
in un mezzo indefinito, omogeneo ed isotropo, provvisto d^una ca- 
vità sferica^ ogni pressione uniformemente distribuita sulle pareti 
della cavità si trasmette sugli elementi superficiali, perpendicolari 
ai raggi, con una intensità che si va afiSevolendo in ragione inversa 
del cubo della distanza al centro della cavità, e provoca tensioni 
in tutti gli elementi che contengono il raggio. In altri termini, se 
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ci figuriamo il mezzo suddiviso in sottilissimi strati sferici, concen- 
trici alla cavità, possiamo dire che ogni strato, mentre tende a 
lacerarsi, con eguale intensità, secondo tutti i suoi circoli massimi, 
subisce anche, nel suo spessore, uno schiacciamento due volte più 
intenso. 

5. Vibrazioni. Per lo studio delle vibrazioni ci limiteremo a 
considerare il caso d'una sfera piena, di raggio a. Si ha sempre 
^ = €07, t? = €2/, w = ^z', ma e è funzione di r e di t Quindi 

e = 3£ + r|^^ . ^,=^, = ^, = 0, 
e le equazioni indefinite diventano 

La prima equazione si può anche scrivere 

d«€ . òB X , y d»€ A de 

ox -x:3- = A -r , Cioè p -viT = r~ > 

^ òr òr r ' ^ d«* r or ' 

e le altre conducono allo stesso risultato: 

Inoltre sulla sfera di raggio a si deve avere 
cioè 

ovvero, dividendo per — e riducendo, 

Ar^-\-\ZA — AB)(. = Q. (4) 
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Si tratta di integrare l'equazione (3), in modo che, per r=^aj sia 
soddisfatta l'equazione (4). 

6. Per trovare una soluzione particolare di (3) poniamo 

€ — ^[Xcos(ftO + jusen(A/)] , (5) 

con §{, funzione della sola r, q h costante. Sostituendo in (3) e (4), 
e ponendo, per semplicità, pft* ^ Ah^, si trova facilmente che ^ 
deve soddisfare all'equazione 

^+lf+«=«, (e, 

in modo che, per r = a, si abbia 

Ar^ + (^A — ^B)Si = 0. (7) 

L'integrazione della (6) è fondata sulle proprietà delle trascendenti 
di Bessely che non differiscono sostanzialmente dalle funzioni 

'n{.^) ~ i — 2(fir4-T) + 2 . 4(n + ÌT(w +"S) ~ 2 . 4 . 6(n + l)(n -f 3)(n + 5) "'' * ' * 

Derivando due volte questa eguaglianza si osserva agevolmente la 
relazione 

f:(x) + ^ F',{x) + Fr.{x) = . (8) 

Ciò premesso, prendiamo gl = r*jP.(/ir). L'equazione (6) diventa 

e questa non può coincidere con (8) se non è 

v(v -f-3) = , n = 2v + 4. 

Dunque dev'essere v = 0,n = 4, o v=: — 3,n=: — 2, e però 
si hanno le due seguenti soluzioni particolari dell'equazione (6) : 

Si = F^{hr) , a = r-^F_2(/ir) . 



— 73 — 

E poiché la detta equazione è lineare e del secondo ordine, la so- 
luzione generale è 

a = OLF^Qir) + ^ F.t ihr) . (9) 

Intanto la funzione Sir deve serbarsi finita. È dunque necessario 
che sia a=0 nel caso d'un mezzo indefinito, munito d'una cavità 
sferica, e p = nel caso d'una sfera piena. Limitandoci a quest'ul- 
timo caso noi non terremo conto, nell'espressione (9), che del primo 
termine, ometteremo l'indice 4, oramai inutile, e, preso a==l, 
scriveremo : 



taeOO 



^ = -^(^^)=^+S 2.4.....ìl7.'(2. + 3) - <^«) 



7. Posto ha=^x, si porti l'ultimo risultato nell'equazione (7). Si 
ottiene 

AxF\x) + (3.4 — \B] F[x) == , 

cioè adoperando lo sviluppo (10), 

[ÒA — \B) 275^^ +2.4.5.7^ 2.4.6.5.7.9^ + ^• 

È questa l'equazione trascendente, le cui radici, tutte reali, forni- 
scono i valori fti, ft,, ^3,... di ft. Sostituendo un determinato fti nel- 
l'espressione (5) si ottiene una particolare soluzione, e combinando 
linearmente le soluzioni corrispondenti agli infiniti valori dell'indice 
i si trova 



Isa 00 



€ == V [X<cos(AiO -f- ju,sen(AiO] F[hir) . (11) 

Ed ora ci resta soltanto da determinare le costanti X^ , X^ , . . . , 
|iii , jig » • • • fissando le condizioni iniziali del moto. Suppongasi che, 
all'origine del tempo, un punto qualunque, situato, nel caso del- 
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Tequilibrio, alla distanza r dal centro, si trovi spostato di qp(r)^ 
ed animato dalla velocità ip(r), dimodoché per ^ = debba essere 

<p(r)z=€r , ni(r)=:-^ = r-^ , 
cioè, utilizzando (11), 



^ = 2x,F(A,r) , ^ = 2ft,^,F(A,r). (12) 

1 1 

Osserviamo che le funzioni te, del penultimo capitolo sono qui rap* 
presentate dalle rF{hir), e però, riferendoci a quanto si è dimo- 
strato nel detto capitolo, possiamo scrivere, per i^j, 

{F(hir)F{hjr)r^dr = . 

Ciò premesso, moltiplichiamo le equazioni (12) per F(h^r)r^dr, 
ed integriamo fra r = ed r = a. Se si tien conto dell'ultima os- 
servazione si vede che tutti i termini dei secondi membri, tranne 
i termini n'"**, vanno a zero, e si ottiene 

rF(Kr)<p{r)f^dr fV(fc»r)v(r)r3(fr 
X — io j. — Jo 

I F* {Kr) r'dr *„ F*{Kr)r'dr 

Jo Jo 

8. Osserviamo, per finire, che la funzione F^{x)i considerata nel § 6, si può, 
per tntti i valori pari di n, esprimere in forma finita mediante le funzioni 
trigonometriche. Anzitutto si ha 

- V-^>^= 1 - 2(;r+^ + 2.4(n-h3)(n + 5) " ' ' ' = *'"+*(*)• 

Quando si conosce Fn(x)t la formola precedente permette di calcolare Fn+2* 
Inversamente, se si conosce Fn+z{x), si ha 



Fn{x) = l — jj-TTj xFn+i{x)dx. 
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Ciò premesso, si noti che 

Danqae 

F^t{iB) =1 + 1 xcoBxdx = «sena? -}" ^^^^ • 
Invece 
F^{x) = ^-F;^{x) = ^^ , F^{x)=^ — -Fi{x)^^(9enx^xcosx), 

Ora la forinola (10) diventa 

Q 

Si = vj-j (senAr — ^rcos^r) , 

e l'equazione trascendente 

AxF' (x) + {SA - AB) F{x) « , 

che deve ammettere infinite radici reali e nessuna immaginaria, si trasforma in 

1 , Ax 

cota? «= -r=- . 

X 4B 

Le radici sono le ascisse dei punti nei quali la curva j^ = cota; è incontrata 
dall'iperbole 

^" X 1B' 

La rappresentazione grafica ci fa subito scorgere come in ciascun intervallo 
(iiT — IT , tir) cada una radice ed una sola. A misura che il numero intero t 
cresce, la formola 

ahi = «ir — r 



inA 

tende a diventare esatta, ed i periodi delle infinite vibrazioni componenti ten* 
dono, per % infinitamente grande, ad assumere la forma — r-V-^-* 
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IX. IL PROBLEMA DI DIRICHLET. 



1. Teorema I Se una funzione U, finita, continua ed uni- 
forme in tutto lo spazio S, nel qiuzle soddisfa alV equazione 
A*U = q), prende in superficie valori prescritti, essa è piena- 
mente determinata. 

In altri termini, ogni soluzione U' deirequazione differenziale 
considerata non può avere tutte le proprietà accennate, senza coin- 
cidere con U. Si consideri infatti la funzione F= C7 — U\ che in 
superficie prende valori nulli, e che in tutto S ha il parametro 
differenziai secondo uguale a zero. Si ha 

cioè 

z=—^V^ds—^VÒ.^VdS. 

L'ultimo integrale è nullo perchè A'r = in ogni punto di S\ il 
penultimo è nullo perchè F = in ogni punto di s. Dunque 

e siccome AF, somma di quadrati, non ha valori negativi, è ne- . 
cessariamente AF = in ogni punto di S^ e però 

da; ' dy ^ òz 
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Dunque V è costante, e siccome in superficie ha il valore zero, 
bisogna che conservi questo valore in tutto S, cioè (7= U^, 

2. Ossspwazlonl i a) Si dà il nome di problema di Dirichlet f) 
alla determinazione della funzione U, soddisfacente a tutte le con- 
dizioni imposte dall'enunciato del precedente teorema. Non si è 
finora potuto dimostrare con rigore che una tal funzione esìsta 
sempre, e si può soltanto asserire che, se ne esiste una, non può 
esisterne un'altra, diversa dalla prima. Bisogna tuttavia osservare 
che ciò non sarebbe più vero quando si venisse a togliere una di 
quelle condizioni. Presto vedremo, per esempio, che la funzione, 
se non è obbligata ad essere finita, cessa di essere unica; 

b) La funzione U, soddisfacente alle suddette condizioni, è, fra 
tutte le funzioni che assumono in superficie gli stessi valori, quella 

che rende minimo Tintegrale i^UdS. Infatti, quando ad U si attri- 
buiscono variazioni arbitrarie, si ha 

e poiché in superficie è bU=^0, si deve avere, perchè i^UdS 
sia un minimo, 

^ò}UhUdS = (^, 

per qualunque sistema di variazioni, e conseguentemente A*Z7=0 
in ogni punto di S. Questa osservazione basterebbe per dimostrare 
l'esistenza della funzione U in qualsiasi spazio, se si potesse (c/V.VII, 9) 
ammettere l'esistenza del minimo considerato. Disgraziatamente si 

sa dimostrare soltanto che l'integrale [ù^Uds, essenzialmente po- 



(*) Su questo problema celebre le opere più recenti da conaultare sono : Picard, « Traile 
d^Analyse » (Paris, Gauthier>Villars, 1891, 1. 1, p. 141); Duhkm, « Legons sur Vélectricité 
et le magnélìsme » (Paris, Gauthier-Villars, 1891, t. I, p. 159). A quest'ultima fonte si pos- 
sono attingere indicazioni preziose sulla storia del problema e delle interessanti ed acute 
ricerche, non ancora chiuse, alle quali esso ha dato luogo. 
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sitìvo, ha un Ifmite inferiore, ma non che questo lìmite debba es- 
sere raggiunto necessariamente. 

cj Se, in superficie, invece dei valori della funzione, si danno 

quelli della sua prima derivata rispetto alla normale, il teorema 

dV 
precedente sussiste, perchè -^ sarà uguale a zero su tutta la su- 
perficie ; 

dj 11 medesimo teorema si applica più generalmente all'equa- 
zione differenziale 

purché la foi'ma quadratica 

ÒUÒU 



y,^ 



*•' ÒXi ÒXf 

i,3 



sia essenzialmente positiva. 

3. Teorema di Green. Date due funzioni U e V, finite, con 
tinue ed uniformi in tutto S, si consideri Tintegrale 



)-(a^'v-v^'u)^=l^)\uS-v^) 



dS 



jLjJ ^x \ àx òx I ' 



Esso si trasforma nelFintegrale di superficie 



j^J \ àx òx I dn J \ dn dn J 



È proprio neireguaglianza 



Jm^v- vA^u)as=f( Ff - u^) as 



che consìste il teorema di Green. 



4. Ora, per ottenere quella solazione dì A'^=q), che assume 
in superScfe un dato sistema di valori, si applichi il teorema di 
Green alla funzione U ed & V^;-. Con r rappresentiamo la di- 
stanza del punto variabile, in cui si calcola V, al punto fisso, ma 
del resto arbitrario, nel quale si vuole cal- 
[ colare U. Affinchè il teorema di Qreen sìa 
/ applicabile è necessario escludere quest'ul- 
timo punto, perchè in esso la finzione F di- 
venta infinita. Ciò faremo tracciando una 
sfera di raggio inGnitesimo R, col centro nel 
punto considerato. Nel rimanente spazio S — S, si può scrivere 

cioè 

|(4-if)*-|^4f>-|4*-|^- (') 

Vediamo a quali limiti tendono gli iniegralj del secondo membro 
quando la sfera tende a svanire. Chiamando ^ un conveniente valor 

medio della funzione «p, in tutto 6'„, e u' un valor medio di ^-su 

tutta Sg, si ha 

r<pd5 US „ „, fi dU ^ ,Cd» , ,„ 

le integrali hanno dunque per limite zero. Invt 
lo fi un valor medio tra. quelli che U assume si 

f '^7 W-? [ds 



Questi due integrali hanno dunque per limite zero. Invece si ha, 
chiamando fi un valor medio tra. quelli che U assume sulla super- 
ficie So, 



— si- 
ili forza delle proprietà che si suppongono nella funzione U, fi esiste 
e tende al valore particolare U che la funzione stessa ha nel punto 
considerato. Dunque, al limite, la (1) dà 

4Tr J \ dn r dnj 4Tr J r * ^ ^ 

Questa formola contiene qualche cosa di troppo, perchè fa cono- 
scere U quando sian dati in superficie ì suoi valori e quelli della 
sua prima derivata rispetto alla normale, mentre si è visto che 
basta prescrivere gli uni o gli altri valori affinchè U sia piena- 
mente determinata. Bisogna dunque cercare di eliminare l'uno o 
l'altro sistema di valori. 

5. Ad un risultato analogo saremmo pervenuti partendo dall'e- 
quazione più generale contemplata nel § 2, e sostituendo alla fun- 
zione r^ la forma 

cioè una forma quadratica delle differenze delle coordinate, reci- 
proca della forma considerata. 

6. Dicesi funzione di Green e si rappresenta con G una funzione 
finita, continua ed uniforme, caratterizzata, fra le infinite funzioni 
armoniche (cioè soddisfacenti all'equazióne A* = 0, o equazione 

di Laplace), dalla condizione di prendere in superficie i valori -• 
Qui si noti che, se alla funzione non fosse imposto di essere finita, 
si potrebbe prendere la stessa - , che soddisfa a tutte le altre con- 
dizioni. Quando è nota la funzione di Q-reen per un dato spazio S, 
la risoluzione del problema di Dirichlet è sempre possibile in questo 
spazio. Infatti si ha, applicando il teorema di Green alle funzioni 

Cbsàbo, Teoria deW elasticità 6 
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ovvero 



»=è|(7f-^f)*+èl'^- 
Sommando con (2) sì ottiene 

È questa la formola che risolve la questione proposta. 

7. Esempli I a) Nel caso d*uno spazio infinito, limitato da un 

n r piano, ]a funzione di Green si o^ 

; ^^' ^^^ — -7 tiene evidentemente prendendo la 
//^ / distanza r^ dal punto 0^, simme- 

/ / trico del punk) dato rispetto al 

\ . piano. Si ha = — , ed 

r*=(«-H)»+Ci/-ri)»+ (^-2)» , n«=(aj-£)»+(y-n)*+(«+2)*. 
Intanto è 

di 

r _ 

e però si ha in superficie, cioè per 2[ = 0, 

^7 dG _ 2z 
dn dn r* ' 

Dunque, se si domanda una funzione che nello spazio considerato 
sia finita, continua ed uniforme, abbia il parametro differenziai 
secondo espresso dalla funzione qp, e prenda valori prescritti nei 
punti del piano limite, si ha, per ogni punto {oo,y , z)^ 



. 1 




òl r» ' 


dn òl n' ' 
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bj In particolare una funzione armonica, che nel detto spazio 
sia finita, continua ed uniforme, è nota mediante la formola 



^=a| 



Uds 



quando ne sian dati i valori in tutto il piano. Se si osserva che 



fJ^=-j''¥*=-^^*=-4 



H 



si può anche scrivere 

Questo risultato ci sarà molto utile in seguito. 

cj Suppongasi, più generalmente, che sia data l'equazione 
A*C/=q), con q) armonica. Quale sarà il valore di U in un punto 
qualunque {x,y , z)ì Se la stessa U fosse armonica, il suo valore 
sarebbe dato dalla (3). È per questo che, 

posto M^ = — 2iJ^ ' ^^^^ ^^"57' 

dove ip^ funzione potenziale (*) di superficie, ò anch'essa armonica. 
Ma si può sempre porre 



''=-u\'?+'''- 



e la funzione W deve soddisfare alle condizioni 

A'C/' = (p , U* =0 {\n superficie) , 

le quali sono verificate se si prende per U' il valore -^ z\\fy perchè 
\\f è sempre finita, ed inoltre, per una nota formola, 

A*(^ip) = ^/^*ip -I- vp /^*;3r + 2 -^ = 2(p . 



(*) Di questo funzioni li parlerà alla fine del capitolo. 
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Dunque, in virtù del teorema dimostrato nel § 1 , è necessaria- 
mente U'=-^z\\f, cioè 

J.J 1_ ò f Uds e_ C (pds 

2tt ò-erj r 4ir J r ' 

dj Anche per lo spazio chiuso in una sfera la funzione di 
Green ha una forma semplicissima. Il punto 0, dal quale si con- 
tano le distanze che- servono a fissare 
in superficie i valori della funzione, sia 
alla distanza b dal centro. Se ne prenda 
il reciproco 0^ rispetto alla sfera data, 
e si consideri in superficie un punto qua- 
lunque M, Chiamando a il raggio della sfera, è, per costruzione, 
CO . COi = a*. Ne segue che i triangoli CMO , CMO^ sono simili ; 
quindi r^:r=^a:b. Per conseguenza 

0= - 

perchè questa funzione, evidentemente finita neirinterno della sfera, 
è inoltre armonica, continua ed uniforme, ed in superficie assume 

n 1 

i valori -r-=^ — . Ciò premesso, la formola che serve a determi- 
nare i valori di ogni altra funzione, che soddisfa alle medesime 
condizioni, ma che in superficie prende altri valori, arbitraria- 
mente prescritti, diventa nel caso attuale 




^=ft|^(-#+l#)^^' 



dove R rappresenta la distanza al centro della sfera, dimodoché 

r^ = R^-\-b^ — 2bRcosQ , 
r,'^ = R^+f^ — 2j RcosQ . 

Ora si ha 

^V_^ B — bcoBQ ^T, ____ B — jCobB 

~dR~ H ' dB^ ri3 ' 




i in superficie, cioè per R = a, 



4Tra J r' ' 

Questa è la formola cercata. E9sa tende a coincidere con quella 
ottenuta nel caso del piano, quando a e b crescono all'infinito 
mentre la differenza a — & si mantìenB costantemente uguale a z. 
Dalia formola trovata si possono poi dedurre varie interessanti 
conseguenze. Per esempio, se 6^0, rè sempre uguale ad a, e 
si ottiene per U il valore 



4iTa' I 



UOs. 



Dunque il valore che U assume nel centro della sfera è la media 
aritmetica àegii infiniti valori arbitrariamente prescritti in su- 
perficie. 

8. Qui è indispea sabile un rapido cenno intorno alle funzioni poUnsiali. In 
ogni particella dS d'nn determinato spazio, o sopra 
ciiiscan elemento d» d'nna superficie data, si imma- 
gini accumulata una mas^a pdS o p^, la quale eser- 
citi aull'anità di massa, concentrata in un punto M, 
azioni newtoniane, cioè proporzionali alle masse ed in- 
versamente proparziunali ai quadretti delle distanze. 
Presa come unità la repulsione esercitata dall'unità 
di massa, all'unità di distanza, l'attrazione della par- 
ticella dS ani punto Me— ^— p, e dall'intero corpo 

emana quindi verso M un'attrazione, la cui compo- 
nente secoodo l'asse delle x h \ '•'' I 



=|^'-=àl^. 
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se con x,y, e si rappresentano le coordinate del punto 3f, e con S,ii>2[ le va- 
riabili d'integrazione. Adunque le derivate parziali prime delle funzioni 



pdS 



-H 



pds 



-j^ 



rappresentano le componenti deirattrazione subita dal punto 3f, e proveniente 
dalla massa accumulata in 5 o distribuita su 8. Alle funzioni stesse si dà il 
nome di funzioni poteneiali di spcusio o di superficie (*). Queste funzioni sono 
armoniche, tranne la prima nello spazio occupato dalle masse attive. Infatti, 
fintantoché M ò fuori del detto spazio, si ha 



A«r=[A"^.pd5f=0, 



1 



perchè A' — = in ogni punto di S\ ma, se i(f è dentro 8^ non è lecito asse- 
rire ciò, perchè — diventa infinita sotto il segno d'integrazione. Per questo caso 

r 

occorre, innanzi tutto, dimostrare una importante formola, che include come caso 
limite la formola (9) del cap. I. 

9. Sia TI una funzione finita^ continua ed uniforme in un determinato spazio S, 

j Assunto, fuori di 8^ un polo M, sia r il raggio 

vettore, e si consideri l'integrale 

[dUdS 
] dr r" ' 

Alla superficie 8, che limita 8, si circoscriva dal 
vertice M un cono^ che determina sulla 8 due re- 
gioni, Sq ed S). Distinguiamo con indici ed 1 tutto 
ciò che riguarda l'una o l'altra regione. Poi con- 
duciamo dal vertice M un cono di apertura infini- 
tesima doy il quale stacca sulle due regioni gli elementi ds^ e ds^. L'integrale 
considerato si può scrivere così: 

f[^<?féfa =» [da [^dr=[{U,r^U^)da== [ Udo — [uda. 

E siccome si ha^ evidentemente, 

r^da =■ d8^co%{n^ , r^) , r^do = — d8x' co8(«i , r,) , 




(*) Per lo stadio di queste e di altre funsioni potenxiafli vedi la « Teorica delle forze 
newtoniane » di Betti ed il « Traiti di'Analyse » di Picard. 
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si paò ancke dare airintegrale la forma seguente : 



di 



— 1 Uco8(n,r)^ — \ U'cos(n,r)^=— I ?7cos(n , r) ^^^ = 1 ^-^ds 



Danqne 

] dr r^ J dn ' 



di 



Se poi M è interno ad S (ed è qaesto il caso che ci interessa) si ha subito, 
rappresentando con Uq il valore di U nel punto M^ 

iÌ^drda= {da f^dr = [(CT- Uo)da= f Uda--4nUo, 



cioè 



Qui si osservi che da questa formola si potrebbe anche dedurre la (2), adoperando 
la formola (9) del primo capitolo, la quale è applicabile anche quando la fun- 
zione sottoposta al segno di integrazione diventa infinita come — . Pertanto è 

T 

lecito scrivere 

Sostituendo in (4) si ottiene la (2). 
10. Ora prendiamo la funzione potenziale 

calcolata in un punto (x, y, z) interno ad 5, ed osserviamo che si ha, succes- 
sivamente, 



-j^l*+l7l'«^ 
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poi 

I 



e finalmente, applicando (4), si ottiene la formala di Poisson : 

Segne da ciò che, data Peqaazione differenziale A*U=<p, se ne ha sabito nna 
soluzione prendendo per U ona fdnzione potenziale di spazio, e sapponendo la 

densità ngaale a — — . In altri termini, nna solozione deireqaazione prece- 
dente è 

dldr\dl 






rìf + ('-tf 



Ne segae che Tintegrazione della predetta equazione si può sempre ridurre alla 
determinazione d*una funzione armonica, che prenda in superficie valori prescritti, 
perchè, posto U=^ V-\- U', è chiaro che U' è una funzione armonica, i cui va- 
lori in superficie sono gli eccessi dei valori dati di U sui valori noti di F. 



X. ALCUNE PROPRIETÀ 
DELLE DEFORMAZIONI ELASTICHE. 



!• La deformazione generale d'un corpo elastico si può sempre 
scom/porre in dice deformazioni più semplici, cioè una deformai' 
zione caratterizzata dall'assenza di rotazione, ed una deforma- 
zione caratterizzata dall'assenza di dilatazione in ciascun j^unto 
del corpo, e tale che questo resta sempre lim,itato daUa stessa 
superficie. 

Siano u,v ,w gli spostamenti che definiscono la deformazione 
data, e si consideri una funzione qp, soddisfacente, con le solite 
proprietà, all'equazione 
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in tutto Sf mentre in superficie la sua derivata rispetto alla nor- 
male prende i valori 



dcp ^ t % I ^^ 

dn dn~^ dn~^ dn' 

Queste condizioni non sono incompatibili, perchè la relazione 

è soddisfatta. Ciò premesso, si può sempre porre 

e si vede subito che si ha 

in tutto S, mentre 

< + -'l + «.'| = (3) 

in ogni punto della superficie. Le relazioni (2) o (3) dicono preci- 
samente che la deformazione definita dagli spostamenti u\ v\ w' 
non produce dilatazione in alcun punto del corpo, e che lo sposta- 
mento di qualunque punto della superficie si efiettua tangenzial- 
mente alla superficie stessa. È poi evidente che Taltra deformazione 
componente, definita da spostamenti che ammettono la funzione 
potenziale qp, non produce rotazione. 



2. La decomposizione indicata dalle (i) è indipendente dal signi- 
ficato meccanico di UyV,w: queste possono essere tre funzioni 
qualunque, finite, continue ed uniformi. Ora si ponga 

li'udS ^_ L r^L^ w = —(-— 
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dimodoché, per la formola di Poisson, 

Intanto si ha, ripetendo una trasformazione eseguita nel § 10 del 
capitolo precedente, 

. 1 

dx 4ir J òl 4it J dH r iiz j r òl 

cioè 

Tx 4ir J r dn 4n J r dE , 

Dunque, tenendo presenti (2) e (3), 

— -I-— 1 1^ = 
òx * òy òe 

Ne segue 

òy* ' òz* òxòy òxòe òy\òy òx)^ òe\ÒB òx )' 
R però, se poniamo 

òy 'òz ' ^^ òz òx ' ^'^ òx òy ' ^^^ 

possiamo scrivere 

^___ ^_àBiòQ 

òx òy òz ' 

do: ' dy ' d^^ * 

3. In altri termini, date tre funzioni u ,v,Wy dotate delle solite 
proprietà, se ne possono trovare altre quattro tp, P, Q, R, tali da 
poter mettere sotto la forma (5) le tre funzioni date. Inoltre si noti 
che dalle stesse (5), dopo aver osservato che, in virtù delle (4), è 

ÒP.ÒQ . dB_ 

òx^ òy ^ òz —"' 
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si deduce agevolmente 



AB òu ÒV . ÒW 




òw ÒV .tn ^** ^"' 
d« d« ' " òt òx ' 


OX òy 



In particolare, se u,v,w sono le componenti d'uno spostamento 
in una deformazione qualunque, le funzioni cp, P, Q, i2 son quelle 
che forniscono, mediante il loro parametro difTerenzial secondo, i 
valori della dilatazione cubica e delle doppie componenti della ro- 
tazione della particella. 

4. Ora la decomposizione (5) si applichi invece alle forze di massa. 
Vuol dire che esistono quattro funzioni <t>, F, Gy H, tali che si può 
scrivere 

X= ò<t) òH . ÒG 

òx òy òe ' 

^ "" òx ^ òy àB ^ ^^^ 

Z = — — -4-— 4- — 

òx òy òz ' 

Cosi ogni sistema di forze (X, F, Z) si può decomporre in altri due. 
Le forze del primo sistema componente ammettono la funzione po- 
tenziale <t): esse sono dette da Betti forze di dilatazione senza 
rotazione. Sono invece forze di rotazione senza dilatazione (*) le 
forze del secondo sistema, che hanno le componenti 

ÒG ÒH ÒH ÒF ÒF ÒG 



òz òy ^ òx òz * òy òx 

5. Il problema dell'equilibrio elastico d'un corpo isotropo è 
sempre ridiccibile al caso in cui le forze agiscono soltanto in 
superficie. 



(*) Queste denominazioni sono giastitìcate da Betti nella sua « Teoria », p. 29. 
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Le equazioni indefinite 
diventano, in virtù delle (6), 

Queste sono soddisfatte quando si prendono uguali a zero le fun- 
zioni + ^0» F + B^C^, ecc., cioè quando si pone 

La teoria delle funzioni potenziali fornisce le seguenti soluzioni 

particolari : 

1 r<t>dS 

^~4irBj r ' ^■~"4TrBJ r ' ^"^4TrBJ r ' 

Si ottengono così gli spostamenti 

«'= 1 d r^+ 1 M rff^_Ar^), ecc. 

4ir4 d:t?J r ' 4TrB \ òzj r ^yj r J 

ì quali soddisfano alle stesse equazioni indefinite, cui debbono sod- 
disfare gli spostamenti incogniti u,v,w. Posto 

la questione è ora ridotta alla determinazione degli spostamenti 
residui u'\ r", w'\ i quali soddisfano alle equazioni ^ 

(^ _ 5) J^ -f 5A* w" = , ecc. 
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come si voleva dimostrare, ed inoltre assumono in superficie i va- 
lori di u — w', V — v\ w — w?', quando sian conosciuti i valori di 
u,v,w in ogni punto della superficie. Se Invece sono date le forze 
Ly M, N, gli spostamenti u'\ xf\ vi^ debbono soddisfare in super- 
ficie alle solite equazioni ai limiti, supponendo che le forze esterne 
siano L — L\ M^M!, N—N'. 



XI. L'EQUAZIONE CANONICA 
DEI PICCOLI MOTI. 



1. Riprendiamo (VII, 1; IV, 5) le equazioni del moto, in assenza 
di forze di massa, sotto la forma 

p|^=-ll+''!^-f).-- 

D'ora innanzi poniamo, per brevità, A = pa^, B = pb*, ed impie- 
ghiamo i seguenti simboli operatorii : 

-^a — 5i« "" « ^ » -^6 — d^ '^ ^ • 

Le equazioni del moto diventano 



àt^ òy \ òx òz 






Derivandole rispetto ad a?,2/,3r, poi sommando i risultati, si ottiene 
6j)^0 = O. Derivando invece la seconda equazione rispetto a j, la 
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terza rispetto ad y, e sottraendo, si trova 3)»^i = 0, ed analoga- 
mente ^i%=0, ^b% = 0. Dunque la dilatazione e le compo- 
nenti della rotazione soddisfano ad un'equazione differenziale 

2. Rappresentato con /ò il valore di qualunque funzione f{x,y,z,t\ 
per t = t^j conveniamo di rappresentare con ^ il valore di -|y 
per f = <o- Successivamente si ha , 



ponendo 



r =r, +«-<«) ^. 



Ora, se integriamo (*) due volte rispetto al tempo, fra i limiti i^ 
e t, le equazioni del moto, e se poniamo 



(p'=a* di Qdt , P' = &« L^M X^dt , Q' = 6* LfH %^dt , 



ecc., 



otteniamo 

u — u* = ^4-^^ — 

òx • d-er ^y ' 

* ò(p I ÒB' ÒP' /.x 

d^ òy da? * 

Ciò premesso, immaginiamo che si applichi alle due terne di fun- 
zioni Wo » ^0 > ^0 ® ~^9 -jfy -^ il teorema dimostrato nel cap. X 



(*) Procedimento indicato da SomaLiANA {Rendie, d$WAec, dei Lincei^ passim). 
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(§ 2, 3). È chiaro che si otterranno quattro funzioni 9", P", Q", /?", 
lineari rispetto cU tempo, e tali che si potrà scrivere 

A/M ■ Aar 



òx ^ òz òy ' 

^^_à(p' . ÒR' ÒP" 



òz dy da: ' 

essendo 

Ora, se si pone 

le (1) diventano 

òx "^ òz ^y ' 

d« ~ dy d« ' 

ed è facile dimostrare che le funzioni (p, P, Q, R soddisfano tatte 
ad equazioni differenziali della forma ^ ^ 0. Infatti si ha, tenendo 
presenti le osservazioni del precedente paragrafo, 



"•/*/ 



= a»e* -\-a*\cU\ S),ed< = o*e* , 



a 
«0 ^<o 



ed analogamente 
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Poi 

a^qp" = ^ — a*A«(p" = — a« A«9" = — a^ Q\ 
e 



3 



Finalmente 

3),9 = , 3),P = , 9),Q = , 3),/?=:0. (3) 

Dunque alle vibrazioni d'un corpo elastico isotropo si può sempre 
dare la forma (2), supponendo le funzioni qp, P, Q, /? soggette alle 
condizioni (3). È questo un importante teorema di Clébsch (*). 

3. Questo teorema mostra che, se si prescinde dalle forze di 
massa, qualunque moto vibratorio, in un corpo isotropo, è decom- 
ponibile in due moti particolari, uno caratterizzato dalla varia- 
zione di volume delle particelle, e dipendente dalla sola costante A, 
e l'altro (moto vorticoso) caratterizzato invece dalla rotazione delle 
particelle, e dipendente dalla sola costante B. Nel primo non si ha 
rotazione, e le vibrazioni ammettono una funzione potenziale cp, il 
cui parametro differenziai secondo fornisce ad ogni istante ed in 
ogni punto il valore della dilatazione cubica unitaria. Nel secondo 
moto, privo di dilatazione, le vibrazioni hanno la forma 

òQ_òE dB_dP ^_Ì0 

òz òy ^ òx òe ^ hy àx ' 

e A*P, A*Q, A*/? sono appunto le doppie componenti della rota- 
zione. Le vibrazioni nel primo moto soddisfano all'equazione diffe- 
renziale 3)« = 0, nel secondo a 3)6 = 0- Dunque Vintegrazione 
delle equazioni del moto elastico, nei corpi isotropi, è sempre ri- 
ducibile a quella dell'unica equazione 3) = 0, che si chiama 

l'equazione canonica dei piccoli mx)ti. 



(*) Vedi il « Cours de physique mathématique » di P. Duhbm (t. II, p. 267). 
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4. Sìa dunque da integrare (*) 



OC 



— a'A«F = 0. (4) 



Dal punto Ix^y, z) come centro descriviamo la sfera di raggio 
r = a^ e consideriamo Tintegrale 

V = ^fF(]E,r\,l)ds, (5) 

esteso alla superficie di tale sfera. Vegliamo dimostrare che questo 
è un integrale dell'equazione (4). Prima calcoliamo A*F. Par va- 
riare la sola 00 significa spostare rigidamente la sfera di dx secondo 

Tasse delle x. Allora F varia di -r-dx, e conseguentemente V 



òx 



1 f òF 
varia di -\-^dxds. Dunque 



*^^=i/^d.. 



Analc^mente 



Quindi 



òa> ■" rj òg 



Ò*V 1 rò^F 



;• ^ rJ 



d«* rjò^ 



ds. 



A*F = ~ {ùk*F.ds. 

rJ 



Ora calcoliamo -^ , cioè a* -^ (poiché r = af). Chiamando da 
rapertura del cono infinitesimo, che dal centro della sfera projetta 
l'elemento ds, si ha V=r^Fda; poi 



•^=.lj^aa+r^jra.= '-i(^j^^). 



d 



Intanto è noto, pel teorema di Green, che 



(*) Vedi la « Théorie mathématique de la lumière » di H. Poiiic4b6 (p. 88). 
CcsIro, Teoria delVelasticità 
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estendendo la prima integrazione a tutto lo spazio racchiuso nella 
sfera s. Dunqpie 



òr* 



= ^j^j£i*F.dS. 



Ora è chiaro che, quando varia la sola r, non si sposta il centro 
della sfera, ma solo avviene che questa si dilata intorno al centro, 

ed il suo raggio diventa r + dr. La variazione che subisce J ùk^FdS 

è rappresentata da questo stesso integrale, esteso allo spazio com- 
preso fra le superficie sferiche dai raggi r ed r-j-dr. Essa è dunque 

CCùk^Fdsdr = dr l ùk^Fds . 
Ne segue 

È dunque soddisfatta l'equazione (4). 

5. Che la formola (5) non fornisca Tintegrale generale della (4) 
risulta subito dal fatto che essa racchiude una sola funzione ar- 
bitraria, invece di due ; ma si trova immediatamente un altro inte- 
grale particolare, osservando che, se F soddisfo alla (4), altrettanto 

si può dire di -r- . L'integrale generale è dunque 

Le funzioni arbitrarie JP" e G si determinano mediante le condizioni 

iniziali, cioè prescrivendo i valori Fo e -rf che ^ e -vr assu- 
mono per ^=:0: siano 

Per vedere a quali condizioni iniziali corrisponde il primo integrale 
particolare trovato, osserviamo che, per questo integrale, si ha 

V = rfFd(S , ^-^=fFda'j-^Jò}F.dS, ^ = rj£i^F.dO. 
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Dunque, per ^ = (e conseguentemente r = 0), osservando che 
rintegrale 

ha per limite zero, mentre JFdcr tende a F{x,y, z){da, si ha 

Ne segue subito che per l'altro integrale particolare [cioè -v-j 
si ha invece F=4itG, -t- = 0. Dunque, per l'integrale generale, 

Fo = 471(7(0?, y,^) , ^ = ATiaF{x,y,z) , 

e però bisogna prendere ì^ = -t — , ^=4-- L'integrale generale, 
al quale si può dare la forma 

diventa finalmente 

Questo risultato si deve a Poisson (*) 

6. Supponiamo che V rappresenti una vibrazione, e conseguen- 

ÒV 

temente -rj una velocità. Se all'origine del tempo vibrano soltanto 

i punti contenuti in una particella infinitesima, presa intorno al 
punto (a?o, I/o, z^, ciò vuol dire che le funzioni <|) e V hanno il 



(*) DuHBif, loc. cit.f 1. 1, p. 107. Sali'equaaione diffdrenziaU (4) si hanao importanti ri- 
cerche di KiBCHHOFF nei « Sitztmgsberichte » di Berlino (1832). Vedi anche una Memoria 
« sulla propagazione delle onde in un mezzo isotropo • di Q. À. Màggi (Annali di Mate- 
malica, t. XVI, p. 21) ed una del prof. BsLTaAMi « sul principio di Huygens » {RenAieonti 
délVIstituto lombardo, 1889). 
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valore in ogni punto dello spazio, tranne che in punti le cui 
coordinate differiscono infinitamente poco da x^^y^^z^. In tale 
ipotesi la formola (6) fornisce, in generale, un valore nullo di F, 
tranne che nei punti ix,yyZ) per i quali le differenze l — x^y 
n — I/o» ^ — '^o ^^^ simultaneamente infinitesime. E siccome 

è il quadrato di r = a^ i detti punti appartengono alla sfera 

{x-x,Y + {y-y,? + {z-z,? = aH\ 

le sono infinitamente vicini. In altri termini, se una perturbazione 
soddis&cente all'equazione canonica dei piccoli moti emana da un 
punto, essa si trova, alla fine del tempo ^ comunicata ai soli punti 
che distano di ai dal punto di partenza, e però si può dire che a 
è la velocità di propagazione della perturbazione considerata. Ora, 
riferendoci a quanto si è detto nel § 3 , vediamo che ogni pertur- 
bazione elastica, provocata in un punto d'un mezzo isotropo, si 
scinde in due particolari perturbazioni, una priva di rotazione, 

che si propaga con la velocità a = l/— , mentre l'altra, puron 
mente vorticosa, si propaga con la velocità b =1/— • 



Xn. CALCOLO DELLA DILATAZIONE 
E DELLA ROTAZIONE. 



1. La più notevole applicazione del teorema {cap. V) di Betti 
consiste nella determ^^ruizione del coefficiente di dilatazione cubica 
e delle doppie componenti della rotazione della particella in ogni 
punto d*un mezzo elastico, omogeneo ed isotropo. Si prenda 

u' = i , i?' = o , w?' = , (1) 
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rappresentando con r la distanza del punto (H, n, 2!) che subisce 
gli spostamenti u\ v*, w\ ad un punto fisso 0, di coordinate a?, j/, z, 
preso ad arbitrio nell'interno del corpo. Siccome in questo punto 
la funzione v! diventa infinita, il teorema di Betti non è applica- 
bile nello spazio ^; ma se dal centro si descrive una sfera ar- 
bitrariamente piccola, escludendo così da S lo spazio S^ racchiuso 
nella sfera, il teorema di Betti à applicabile nel rimanente spazio 
^— 'S^o» perchè in questo v! si serba finita, continua ed uniforme. 
E siccome lo spazio S — S^^h limitato dalle superficie 5 ed 5^» si ha 

J (Xv! + Yv' ■\'Zw')dS-\-^ (Lv! + Mxf + Nw') ds 
= f {X'u + Y'v + Z'w)dS+[ {L'u + M't? + N'w) ds (2) 

X', Y\ Z\ L\ M\ N' si calcolano mediante le equazioni deirequi- 
librio. A questo scopo si noti anzitutto che, neiripotesi (1) , si ha 

e'=#. v=o. %'=4' %'=-4' 

e però dalle equazioni indefinite risulta, osservando che in ogni 
punto, tranne che in 0, è A* — ==0, 

mentre le equazioni ai limiti danno 
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2. Ciò premesso si ha, nello spazio S-^Sq, integrando per parti, 

=-(^-«)[U(4) + 4(4) + *(«#)]^ 

poi, trasformando il primo integrale in integrale di superficie, 



Similmente, sulla superficie s, 



j {L'u+M'v + N'w)ds=^iA -2B)j(t«| + tjg+«j|) -^(U 
Sulla superficie Sq questa formola, osservando che 

dr r* * òì) dr r^ òr) dr r^ dr ò^ dr òH ' 



si riduce a 



{{L'u + M'v + N'to)ds^ 



=_(x_B,j(„|+„|+„|);^*.+BJ^. (5) 
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Ora sommando (3) con (4) e (5) si ottiene 



f (X'u + r r + Z'w)d8 + ^ (L'u + M'v + N' w) 



ds 



dl\ ^T 



+ U-B) 1 e^rf5-Bj u^dS + B 




Fatta ogni ridazione, si vede che la relazione (2) diventa 

=4(»i+''£+'«K)w*+<-*-«)f4 



dS 



-4(4+4+4)£*-*/4*+»J'$'- 



(6) 



3. Ora si (àccia tendere a zero lo spazio S^. Sia eikT Tapertura 
del cono infinitesimo che da projetta il contorno d'una particella 
superficiale ds^. Evidentemente dSfi = r*da, e però, chiamando ji 
un conveniente valore, medio fra quelli che Uy funzione finita, as- 
sume sulla superficie s^f si ha 



I — r^ = 1 teda = fi I rfa = 4n^ . 



Quando la sfera tende ad annullarsi, ji tende al valore che u prende 
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nel centro 0, perchè si suppone ancora che u sia finzione continua 
ed uniforme. Dunque, per ^o evanescente, 

lim I ^^ = Anu , 

rappresentando semplicemente con u il valore di u nel punto 
(x,y, z). Ancora si osservi che, essendo dS^^^r^drda, se /2 à il 
raggio di Sq, si ha 

{^ = {{rdrda = 2nR* , \^' = \{drda = 4nR , 



jA=jrd(y = 47T/2, 



e però questi integrali tendono a zero insieme ad i2, e con essi 
tende a zero ogni altro integrale ottenuto moltiplicando le quantità 
sottoposte all'integrazione per funzioni che restino finite in tutto il 
campo d'integrazione, quali sono per ipotesi 2r, L , 6 , ecc. Per 
conseguenza 



taj^ = 0. lim|^ = 0. 



lim 

1 



Dunque, finalmente, la formola (6) diventa 

e se né deducono, mediante permutazione circolare, altre due for- 
molo analoghe. 
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4. È utile dare a queste relazioni una forma più concisa. Si ponga 

« = U-B)|^+BJ(„| + .£ + »|)f. (8) 

Siccome la funzione r è la sola che, sotto 1 segni integrali, con- 
tenga oo,yy Zj si può scrivere 



do; 






Portando in (7) questo risultato, e ponendo per brevità 



W 






si perviene finalmente alle formole 

4'nBu=U + ~ , AnBv = V + ~ , 4tiBw=W + ^, (10) 
che volevamo dimostrare. 



5. Caiooio él Qj X^, %t, %. Dalle (10) si deduce subito, me- 
diante opportune derivazioni, 

«'«.=^-?. ^'^Mt-'S- -^.='^-|j. <") 
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Invece, derivando le (10) rispetto ad x.y^z, rispettivamente, poi 
sommando, si ottiene 

ma la (8) mostra che à la somma di due finzioni potenziali, 
una di spazio e Taltra di superficie, e per le proprietà di queste 
funzioni (*) si può asserire che 

A*0 = — 4ttU — i9)e. 
Portando questo risaltato nell'ultima formola si trova 

Le formole (11) e (12), dovute a Betti (**), fanno conoscere i valori 
di 6 , % , ^, , ^s i^ ^S^i punto delio spazio, quando si conoscono 
le forze esteme e gli spostamenti in superficie. Esse contengono 
dunque troppi elementi, giacché dev'essere possibile determinare 6 
e le ^ quando in superficie si danno le sole pressioni o gli sposta- 
menti soli, oltre le forze di massa; ma in seguito si vedrà come 
si proceda per eliminare, sia gli spostamenti in superficie, sia le 
pressioni. 

6. Caloolo di Uj v^ w. Le formole (10) non possono servire, 
come sono, al calcolo di u^v.w, perchè i secondi membri con- 
tengono, in 0, la funzione 9 , il cui calcolo richiede la conoscenza 
di UyVyW in tutto Sy e le sole funzioni U^ F, W dipendono, se- 
condo le (9), esclusivamente dalle forze esterne e dagli spostamenti 
superficiali. Tuttavia si potrebbe provvedere portando in (8) l'esprei^- 
sione di 9 , fornita dalla (12) ; ma si otterrebbero in tal modo in- 
tegrali quintupli e sestupli, che conviene evitare. Cerchiamo piut- 



(*) Vedi Bbtti, « Teorica delle forse nénotoniane », p. 32. 

(**) Teoria della elasticità, SS 8, 9. Vedi anche Cbrbuti« Memorie delV Accademia dei 
Lincei, voi. XIII, p. 83. 
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4osto di esprimere in altro modo quella parte di 0, che contiene 6. 
Con questo scopo si faccia 

, òr , òr , òr 

nel teorema di Betti. Osservando che 

e' = AV = J, ^, = ^', = ^'3 = 0, 

le equazioni indefinite danno 

^--2^S' '"=-^^^' ^--2^w' 

e quelle ai limiti 

N' = -2(A-2B)1:^-2bI^. 

Dunque si ha, adoperando le solite trasformazioni, e rammentan- 
dosi che la formola (9) del cap. I è valida anche quando la Ain- 
zione sottoposta all'integrazione diventa, in qualche punto, infinita 

come — , purché n < 2 , 

= -^«MT+Ì7+i')<'«+^«f(lr+t+lF)T 



Similmente 

f(L'u + M'v-\-N'to)ds = -2{A-2B)j[u^-\-v^+w^) 

ft r> r / d òr . d òr , ^ òr \ . 



x)ndo membro della formola (1) del precedente capì- 

no CI d òr , d ir . d dr\^ 



.Bri d òr' , a òr , d òr \ ^ 
ilmente questo risultato nella (S) si ottiene 

■B , , r.\ i' I d Òr , d òr , d òr \ , ,,„, 

zi^-«)J(«s-iT+''s5S-+"'aK)*- («> 

che le formole (10), quando vi si esprìmono U, V, W 
e le (9) e la (13), rappresentano gli spostamenti in 
el corpo mediante le forze esterne ed i valori che gli 
itessi prendono in superficie. L'effettiva sostituzione 
formole di Somiffliana {'), che risolvono per w, v, w, 
^razioni doppie e triple, lo stesso problema che le 
ietti risolvono per , «C, , «Ct . ^j ■ 
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XIII. INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI 

PER L'EQUILIBRIO ELASTICO 

DEI CORPI ISOTROPI 



1. Quando in superficie son dati gli spostamenti, il problema 
deirequilibrio elastico consiste nella ricerca di tre funzioni w, t?, Wy 
finite, continue ed uniformi, soddisfacenti alle equazioni 






(i) 



in tutto uno spazio dato, alla superficie del quale assumano valori 
prescritti. Per una formola di Betti^ dimostrata precedentemente, 
si ha 

/ ò- ò- ò 

— AuAQ = 



xì^+Y^-^ + Z^^]dS 



hi 



òl 



+ 



lÌ^+m-^ + ìst^I^ 



d£ 



ÒZ 



+ 25 



u 



dn òr\ 



d ^ r 1^ e* ^ r I v» 
dn ò5 y7*, à« 1 jj^ 



1 



dn òt 



ds 



(2) 



Il secondo integrale è il solo che, nell'attuale problema, non sia 
conosciuto. Per calcolarlo supponiamo che, per un espediente qual- 
siasi, si sia pervenuti alla conoscenza di tre funzioni u\ t?', to', 
finite, continue ed uniformi, soddisfacenti alle (1) quando si pon- 



goDo Uguali a zero le forze di massa, o tali che in superficie si 
abbU 



li teorema di Betti, applicato a questi ed agii spostamenti inco- 
gniti, dà 

= {{L'u-\rM'v -K N'w)ds , (3) 

dove L', St, N' si calcolano mediante le note equazioni ai limiti 



i-=._ (A - 2B) e- ^ -2B ^ 


-B 


'^.t-'^é 


M- {^-2B)e'^-2B^ 


-B 


^■■l-'^.S 


N- = -(A-2B)ef--iS^ 


-B 


(•^■■S-^'.S 



Ora 6 sì può ritenere come conosciuta mediante la Tormoia (2), 
nella quale si sostituisce al secondo integrale il valore fornito 
dalla (3). Portaniio poi il valore di 6 nelle (1), queste forniscono 
&*w, &*v, A'w, e però le funzioni u, v, w, delle quali son noti 
i valori in superflcie, si possono determinare ricorrendo alle con- 
siderazioni del cap. IX. 

2. Quando in superficie son date le forze esteme, bisogna pre- 
viamente conoscere, non uno, ma quattro sistemi di spostamenti 
ausiliarii, provocati da sole forze superflciali, che abbiano rispetti- 
vamente le seguenti espressioni : 



dy 



L' = -2B^ , M'^-2B^ . N'=-2B 






— Ili — 






d' 



Sì è posto, per brevità, 9 = -^ e 

vi .i vi vi ii vi 

"r «g ^ r ay " r <te '^ r de ° r dy ^ r dx 

^* òy <*• d« «In ' ^* d« in òx dn ' "• das 5n^ dy 5n* 

Applicando il teorema di Betti agli spostamenti u\ x>\ w\ ed agli 
spostamenti incogniti, si ottiene 

fCXw' + Yv'-^ Zw') dS + C{Lu' + Mv' + Nw') ds 
Quindi la (2) diventa 

Ora 6 si può riguardare come conosciuta. Analogamente si ha 
{\xu^ + yv^ + Zw^)dS + f (Lw^ 4- Aft;^ + Nw^)ds 

=«j>ì^+>'t+«'i^)*+«.r("'55-'5?)*^ 

e siccome, per altre note formolo, è 



è pare 

4nS<C. = -J[»,+ Y (».-^) +2 («, + i|-)]<,S 

-J[i„.+ M(^,-^)+if(».+^)]*. 

Cosi anche %^ , ed analogamente % e ^ , vengono ad essere co- 
nosciuti. 

8. Ciò premesso, per determinare u si hanno le condizioni 

JS: + (X — B) -||- + BA*« = 

in tutto S, ed in superficie 

L + W-2B)e| + 2B^"+B(-ì;.|-n;.|)=o, 

le guali fenno conoscere il valore di A'w in (%nì punto dello spazio, 
e quello di ^ in superflcie, dimodoché la funzione u viene ad es- 
sere determinata, purché sia soddisfatta la condizione 

Per verificare guesta eguaglianza si osservi che le equazioni ai li- 
miti danno 

/.* + .« J,^*=f[(.-3«,f+Z,(^-^)]... 

In virtù della nota identità 

A' 

si può anche scrivere 
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Dunque 



Questo metodo d^integrazione è dovuto a Betti f ) : i dettagli che 
si richiedono per la sua applicazione sono stati largamente esposti 
dal prof. Gerruti nelle sue « ricerche intorno airequilibrio dei corpi 
elastici isotropi » (**). 

4. È facile immaginare altri procedimenti per Tintegrazione, fon- 
dati sempre sulla preliminare conoscenza di sistemi di spostamenti, 
soddisfacenti tutti alle (1), in assenza di forze di massa, e caratte- 
rizzati dai valori che assumono in superficie. Cosi, per esempio, 
partendo dalle formole 

nelle quali è 

si presentano subito due metodi per Tintegrazione. Se si riesce ad 
ottenere un sistema di spostamenti, i quali assumano in superficie 



(*) Teoria ieUa élatticUà, p. 81. 

(**) AModemia diei Lincei^ 1882, pp. 83, 87, 105. Vedi anche dae comunicasioni di Bou8< 
siMBflQ air Accademia di Parigi {Compte^^endttM, 9 et 16 Avril, 1888). 

CnlBo, Teoria delVelaaticità 8 
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i valori "gi> i~» À9> si può ritenere, mercè il teorema di Betti, 

che la funzione O à conosciuta, perchè si è visto altrove che ad 
essa si può anche dar la forma 

->-^«)/(»i+'^+-i)f 

X ^ f A n\ r I ^ ^ àr . d òr . d òr \ , 

Ora Z7, F, W debbono in tutto S soddisfare alle equazioni 

ù*U= — 4nX , A*F = — 47Tr , £i*W= — 4nZ , 
ed assumere in superficie gli stessi valori di 

47rBt* — 4^ , 4nBv — 4^ , 4tiBw — 4^ . 
da? . òy òz 

5. Si può invece cominciare dalla determinazione di Uy F, TF, 
quando si riesca a determinare tre sistemi di spostamenti, che in 
superficie prendano rispettivamente i valori 

u^ —^ , t?' =0 , M?' =0 , 
r 

w" =0 , v'' =\ , io" =0 , 

ed in tutto lo spazio considerato verifichino le (1) per Z=F=Z=0. 
Il teorema di Betti dà subito 

r^=|'(X't* '\-M'v +N'w)d8-Uxy; +W +Zw')d8, 

r^= r(r'i« +M"v ^ijr'w)d8- ^{Xu" + w +zw")AS^, 
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Cosi possiamo ritenere conosciute le funzioni U, V, W, ed anche 0, 
giacché si ha 

da? ' dy ' d-? * 

Dunque è nota la funzione O. Questa si potrebbe anche determi- 
nare osservando che soddisfa airequazione 

A*cD = — 4Tr(i4 — B)e, 

mentre in superficie la sua derivata prima rispetto alla normale 
assume i valori 

ma il metodo esposto nel § 1 è incontestabilmente il più semplice 
di tutti. 



XIV. APPLICAZIONE 
AI SUOLI ELASTICI ISOTROPI 



1. Per ben mettere in chiaro il precedente processo d*integra- 
zione, nel caso che in superficie sian dati gli spostamenti, appli- 
chiamolo ad un suolo elastico, omogeneo ed isotropo, cioè ad un 
solido indefinito^ limitato da un piano. La prima questione che si 
presenta è la determinazione degli spostamenti aUtSiliarii u', v', w'. 
Questi debbono soddisfare, in tutto lo spazio considerato, alle equa- 
zioni 

{A-B)^-^BÒ}v'=0, (1) 



appresentano.con r, le distanze al punto simmetrico (ri8|Setto 
> limite) di quello a partire dal quale si contano le distanze r. 



in superficie, cioè per t:=ù, 



ae che le funzioni u', v', w', se, invece di soddisferò alle (1), 
)ro essere armoniche, sarebbero uguali a 

*i ià *i 

dE ' St] ' d^ ' 

queste sono armoniche, finite, continue ed uniformi in tutto 
io che si considera. Ciò premesso, prendiamo a considerare 
He equazioni (1), per esempio la prima. Siccome la dilata- 
ublca, in assenza di forze di massa, è una funzione armo- 
ossiamo, per osservazioni fatte nel cap. DC, porre 



e'^ 



è anch'essa armonica. L'equazione considerata diventa, nel 






si ha, per le medesime osservazioni, 
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Per determinare d- si osservi che dalle ultime tre relazióni, deri- 
vate rispetto a E , n » ^ » si deduce 



Si può dunque porre 



1 






e ricavarne 

giacché questa funzione è armonica. Dunque 






77/ ^» _L. O 



òr ' ^ + J5" 02? • 

2. La seconda questione da risolvere è la determinazione della 
dilatazione cubica. Prima calcoliamo L', M\ N' mediante le for- 

mole (4) del precedente capitolo. Queste, osservando che ^=^=0 
é ;t- = 1 , assumono la forma semplicissima 



dn 



iV'= — 25-^— M— 2fl)e' ; 
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quindi danno, per sostituzione delle (2), e preudendo i valori in 
superfìcie (C^O), 

^ —~~"T+B diit~ A + B òm ' 
^ —~"'X+B i^it — '" A + B WI ■ 

-* — '"'z+B ap — ■"'j+a òli • 

Adunque si ha 

('(/,'« + M'p + N'w)cls 

A~b[( >'t »'7 *'7-'^ 

Analogamente l'ultimo integrale della formola (2) del precedente 
capitolo si riduce a 

e però la formola stessa, quando vi ai porta il risultato (3) del me- 
desimo capitolo, diventa 

lAB II »'7 . »'i ^ >'Ì\, 

-A + BJ W«5£+''ii,« + "T3-i*- 

Cosi è nota la dilatazione cubica. 

3. Per pros^uire con fbrmole semplici trascuriamo le forze di 
massa. L'ultima formola diventa 



= -aTbÌÌ'' 
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Poniamo 

uda ^ r vds _ rwda 



J uds ^ rvd8 /• wd8 



e 



òP , d« , ÒR 

^ da? ' dy ' ò^ * 

Questi integrali, tutti noti, soddisfano tutti, come funzioni poten- 
ziali di superficie, airequazione di Laplace. Intanto si ha 






e però 

" A + B\ òxòe ^ òyòe ^ òz* I ' 

cioè 

B dq) 



710 = — 



A + B dz ' 



4. Passiamo alla terza ed ultima parte della questione : determU 
nazione degli spostamenti. Questi debbono soddisfare alle equazioni 

" ir ^ + 5 òxòz ' 

" ^ ir A + B òyòz ' 

^ _ 1 A-B ò'q) 
^ ^"" ir ^ + B d^* • 

Se in superficie si dovesse avere M = 0,t? = 0,u? = 0, i valori 
di queste funzioni in tutto lo spazio considerato sarebbero 

1 A — B dqp _1_ A—B dqp Jl^ A — B ò<p 
2ir^ + JB^da: ' 2n A + B^ òy ' 2it A + B^ òe ' 

Se, invece, u,v,w dovessero soddisfare all'equazione di Laplace, 
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assumendo in superficie i valori assegnati, i loro valori in tutto lo 
spazio sarebbero 

1 dP 1 òQ l ÒB 



2Tr dz ' 2t[ òz ' 2ir òz ' 

Dunque finalmente 



1 dP 1 A^B òcp 

2it òz ^ 2it A + B^ òx' 

^"~ 2iT d-^ ^2ir ^ + B^òy ' ^^^ 

1 ÒE , 1 ^ — JB d^ 

^■~ 2ir Ò-? "^211 ^ + B^ d^ • 



5. Il prof. Gerruti ha trattato il problema precedente « per dare 
un'illustrazione abbastanza facile del metodo generale » proposto 
da Betti. Quando non si ha in vista questo scopo, ma si vuole sol- 
tanto raggiungere la soluzione del problema dei suoli elastici, è ben 
facile pervenire con procedimento più rapido e diretto alle formolo 
generali ottenute dal prof. Gerruti, e ciò senza rinunciare a « con- 
durre la soluzione in modo che possa somministrare qualche lume 
per la trattazione di problemi analoghi, per corpi di forma più 
complicata » ("). Basta infatti riguardare provvisoriamente come 
nota la dilatazione cubica 6, calcolar poi gli spostamenti (u, t;,t^?), 
e dedurne l'espressione di 6 : questa funzione si trova così isolata 
in una relazione che serve a determinarla. Tutte le difiìcoltà del 
problema risiedono pertanto nella determinazione di 6, ma non sono 
più gravi di quelle che occorre superare per la determinazione 
degli spostamenti ausiliarii nel metodo di Betti. E nel particolare 
problema trattato dal prof. Gerruti spariscono le difiìcoltà appunto 
perchè la funzione viene a figurare linearmente nelle relazioni 
che valgono a determinarla. 



(*) GiRRUTi, iQc, eit.f p. 81. Il problema dei suoli elastici è stato trattato, fin dal 1878, 
dal BouaniNBSQ. Vedi la « Thèorié » di Clbbsgh, p. 375. 
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6. Le difficoltà dellMntegrazione spariscono anche per una molto 
favorevole circostanza, che si presenta continuamente nel problema 
considerato, cioè che ogni funzione armonica si può fhr derivare, 
con qualunque numero di successive derivazioni parziali rispetto 
alla Zf da un*altra funzione armonica, supponendo che Tasse delle z 
sia stato preso perpendicolare al piano limite. Infatti si è visto nel 
cap. IX che, se A'(p = 0, si ha 



9 = -^ con cp. = "2^j 



Intanto si osservi che 



per 2 = è -^-\og{z + r) = ^, 



e, per conseguenza, 



9i 



=z^ con 92 = — 2:1^/9 log (z + r)ds 



Analogamente si ottiene 



9« 



= ^ con (Ps = —2i^j(p[z\og{z + r)—r]ds; 



ecc. Rammentiamo ancora che^ per soddisfare alTequazione A' ^=9, 
quando 9 è armonica, bisogna prendere 

se in superficie, cioè per z=0, si prescrivono i valori di U. Suppo- 
niamo invece che si assegnino i valori di -e— . Se [7 fosse armonica, 

1 rVda 

siccome l'integrale — g" I — ^ ^^^ ^^^ ^^ ®^* derivata rispetto 
a z è uguale a V, basterebbe sostituirvi a V i valori prescritti 
per -T-, per ottenere U. In ogni caso si può porre 
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e la funzione U' soddisfo a A*£/^' = (p, mentre i valori di -v— si 

annullano in superficie. Ne segue che, se si pone ^' = o ^^^^ — ^^* 
ip è armonica, e si deve avere 

^(^qPi — V) = 0, cioè <Pi = -^. 
Dunque \\f = (p^, e conseguentemente 

^ = - 2ir J Ir- 7 + 2 <^^* - ^') • (^) 

7. Ciò premesso, supponiamo che la questione sìa stata già ri- 
dotta, come sempre si può, al caso in cui le forze esterne agiscono 
soltanto in superficie, dimodoché debbasi avere, per ^^0, 

(A — B)^ + BA*w=0, 

e, per conseguenza, 

^ e_o , «_ ^^ _ ^^, 

Se alle equazioni precedenti si dà la forma 

^** B dxdt ' '^^— B dtfde ' 

.. A — B d«e, 

si vede subito, in virtù delle (4), che si ha 

l_àP A — B ÒSj 

^■~ 2Tt dz 2B ^ òx ' 

1 ÒQ A--B 001 

^■" 2ir ò^ 2B ^ dy ' 

_ JL^ ^ — ^ ^Qi 

^ ~ ~ 2ir ò« ~ 2JB ^ ò^ • 
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Da queste forinole si deduce, derivandole rispetto ad x,y, Zy poi 
sommando, 



quindi 



p. 1 òcp ^_ A^B 001 . 

^ "^ 2ir d^ 2B òz ' 






n{A+B) òz ' ^^~ n{A + B)' 



Sostituendo questi risultati nelle formolo precedenti si ricade sulle 
formolo (3), ottenute dal prof. Gerruti pel caso che in superficie 
si diano gli spostamenti C). 

8. Sono invece date le forze superficiali {L, M, N)ì Bisogna al- 
lora ricorrere alla formola (5). La componente w dello spostamento 
deve soddisfare, per ^^0 e per ^=0 rispettivamente, alle equa- 
zioni 



Dalla (5) si deduce 

cioè 

in —— _. . . 

éjtB òz ^ 2 ^* 2B 



1 dU) , 1 ^ A-^B ^ ,^. 



» 

dopo aver posto 



.%=(Llog{z-[-r)cls , W=(Mlogiz + r]ds , 

V,= fmogiz-\-r)ds, 

ed osservato che 

rNds dU red8 ^ ^ 



(*) CsRRUTi, {oc. cit., tona, (41). 



A — B ò'ei 

B hxò» 



) u deve soddisEare all'equazione 

'Xa considerato, mentre in superfìcie si deve avere 

rando la forinola (5), 
rZA , 1 rhu, di A-Bò 

per dare alla (6) la furma 



"di 2B 



f— '" I ' fi 



.1 òFT-J " 



a» ini ta 2 S« ^ 2B «il"' '""'• W 
si ha 



a^ i_ su 1 se, 

"S7 4nB d7 2 Sy 



- se,) , 



lente scrivere la (6) così : 

1 SU, 1 se, I A-B s ,„ ,fi,,Q 
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Dalle ultime tre formole, ponendo 

^ ~" da; "^ "ò7 "^ 17 ' 

si deduce, mediante derivazione, 

^- 2SB"d7 2B^^ ^^^'^ + "dJ— 2Sb 57 "~B~^ ' 

cioè 



2ir(^ — JB) òiÈf ' ^* — 211(^ — 5) ' ^« "^ 2ir(^ — B) ' 

purché, dopo aver posto 



si prenda 



X = JL[z\og{z + r) — r]ds , 
m = JM[zìoe{z + r) — r]ds , 






Ora l'eguaglianza (6) si cambia nella formola nota (*) 

1 ÒU . HI ^dv /gv 

Invece la (8) diventa 

» 

^ "~ 2TrB "ò-? 4TrB dar 4Tr(^ — B) da: ^ 4TrB ò« ^^ ^^^ ' 



ovvero 

l òi£ 1 òx ^ ÒMi 



u = 



AitB òz 4'n{A — B)dx 4irB òx ' 4irB 



, 1 / òìg _ ÒU . òx \ 
'^ ^B\de dx'^ òx)' 



(*) CBBBUTf, {00. cU; tona. (&8). 



Se poi si osserva che 

K Tir"'' ìtr. Hg' ~'~ hx\ !l3! • Au I S«« """ 






ai ottengono finalmente le formole (') 

„„^_ ò$ 1 bx i_dv 

"~ 4itB "57 4tt(^ - B) Sai 4iiB dx 



asE _ ij ^ g a>t. , 1 a /m òr\ 

"'"4irB&ylaa! ayj ' 



(10) 

1 ò.]ft, 1 òx *_dv 1 a (dm òT\ 

4irB a^ 4ii(4 — B) dy 4irfl Jy 4jtB da;^ dai ày/ ' 

che insieme alla (9) risolvono completamente il problema dei suoli 
elastici, sottoposti a qualunque sistema noto di pressioni superficiali. 

9. Supponiamo, per esempio, che un suolo orizzontale sopporti, 
in un punto 0, una pressione verticale, che assumeremo ad unità. 
Ciò si deve intendere nel 
senso che, presa alla super- 
ficie del suolo, intorno ad 0, 
V una particella piccolissima, 

su di essa vei^^ distribuita 
la pressione in guisa che, 
calcolato per unità di su- 
perficie, il suo valore, gran- 
dissimo nei punti centrali della particella, diventi invece piccolis- 
simo, pur variando in modo continuo, nelle vicinanze del contomo, 
e sul contomo stesso sì annulli. Cosi è rispettata la continuità 
delle pressioni superficiali, richiesta per l'applicazione delle pre- 
cedenti teorie ; ma, siccome noi non supporremo piccolissima la 
particella, sì bene infinitesima, i nostri risultati non saranno validi 
nel punto ; ed anche in punti vicinissimi ad si dovranno con- 
siderare come approssimativi. Ciò premesso, si ha 

(*) CBBam, lae. di-, form. (63). 
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JNds = i , 'n=:ìog{z + 7^) , lt = ^log(^ + r) — r, 
i|i=- , x = log{z + r) , r* = x* + y^-\-z\ 

Quindi le forinole (9) e (10), nelle quali si pone 
^f_._«««±^^ |/^»'+V = rsene, ^=rcose, (o<e<-JÌ 



diventano 



w 



=T^{Aé^+'^''^) ' 



W = 



sene 



— ^1— i — X— cose). 



In ogni punto M il suolo subisce dunque un abbassamento w ed 
una contrazione t^, inversamente proporzionali alla distanza di M 
al punto di applicazione della pressione. Veramente si ha una con- 
trazione verso la direzione della forza solo nei punti esterni al 
cono definito da quel valore di 9, per cui si ha 



A — B l + cose 



= COS0 , 



vale a dire 



-«=è(f^^-4 



In particolare, per quei corpi che più si accostano alla legge di 
Navier e Poisson, cosO è presso ^ 

a poco uguale ad ^ . Il cono 

corrispondente al trovato va- 
lore di 8 non fa che abbassarsi 
deformandosi, e tende ad espel- 
lere, per cosi dire, le particelle 
inteme, mentre in pari tempo le particelle esterne tendono a col- 
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mare il vuoto lasciato dalle prime. Finalmente alla superficie del 
suolo, escluso il punto 0, si ha 

W IO 1 



e però la superficie stessa prende la forma iperbolica indicata dalla 
prima figura (*). 



XV. DEFORMAZIONI TERMICHE. 



1. Ad un corpo elastico, omogeneo ed isotropo, si comunichi una 
piccolissima quantità di calore, dimodoché la temperatura di ogni 
sua particella dS si elevi di TdS, essendo t una funzione finita, 
continua ed uniforme delle coordinate del centro della particella. 
È noto che, se /^ è il coefficiente di dilatazione lineare, ogni ele- 
mento lineare subisce, per unità di lunghezza, un allungamento hx, 
dimodoché si ha, per tutte le direzioni (a, p, t), 

aa^ + &p* + CT* + 2/Pt + ^pja + 2^ap = ftx , 
cioè 

Adunque la deformazione prodotta dall'elevazione di temperatura, 
quando la si consideri in sé, cioè indipendentemente dalle azioni 
elastiche che può provocare, non produce scorrimenti, ma solo di- 
latazioni hT in tutte le direzioni. 

2. Ma é ben chiaro che, in generale, il calore cosi comunicato, 
facendo variare le posizioni relative delle particelle, desta dapper- 
tutto tensioni elastiche, e però la deformazione prodotta, caratte- 



(*) Altri interessanti casi particolari sono stati discassi dal Boussinbsq nel « Tratte » 
di Clebsch, p. 890. 
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rizzata dalle solite funzioni ayb,c,fyff,hy si può ritenere come 
risultante dalla deformazione 

puramente termica, e dairaltra 

a — kT , b — hi , e — ftx, f , g , h , 

puramente elastica. Cercando per quest*ultima deformazione le con- 
dizioni di equilibrio riusciremo a determinare i valori degli sposta- 
menti, e conseguentemente pressioni, dilatazione, ecc., per tutto lo 
spazio considerato. 

3. Supponendo il corpo sottratto a tutte le forze esterne, che 
non siano quelle del calore, le condizioni di equilibrio sono, nello 
spazio, 

x=d |i^i d m 1 a dTT 

òx da ^ 2 òy dh ^ 2 òe à9 
ed in superficie 

^— òadn^2 òhdn^2 09 dn ' ^^^^ ^^^ 

dove 

X=y=Z=:L = M = N=0, (3) 

purché si abbia cura di diminuire a,b,c di hT. Ck)nsiderando solo 
le prime equazioni di ciascuna terna, è noto che, nel caso deiriso- 

tropia, ^Itanto -r— contiene a,b,c, e precisamente si ha 

^^ = — Ae + 2B{b + c). 



òa 



Dunque -r— si cambia in 

— ^ (6 — 3ftT) 4- 25 (6 + e — 2ftT) =:^-\-h{3A — AB) t . 
Sostituendo nelle (1) e nelle (2) si giunge agli stessi risultati che 
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ad otterrebbero lasciando intatti i secondi membri di queste equa- 
zioni e prendendo, invece di (3), 

X«-*(3^-4B)4^ . X = — *(3^— 4B)T^, 

ox <fn 

r k(3A-AB)^ . M k{SA-4B)T^, (4) 

Z==- — hi8A — 4B)~ , 2/ = — *(34 — 4J?)t^. 

OM an 

Adunque l'elevazione di temperatura, definita dalla funzione t, pro- 
duce in un corpo elastico, omogeneo ed isotropo, sottratto airazione 
di qualunque altra forza estema, effetti identici a quelli che si 
avrebbero applicando al corpo, supposto in equilibrio di tempera- 
tura, le forze (4). Si noti che la temperatura si comporta, nel corpo, 
come funzione potenziale delle forze di massa, ed in superficie come 
una pressione normale. 

4. Ora possiamo subito scrivere le condizioni deirequilibrio. Esse 
sono, per tutto lo spazio considerato, 

*(3^-iB)|l = (^-B)||+BA«t? . (5) 

*(3^ - 4B) |1 = (4 - 5) 11+ BA«M? . 

ed in superficie 

Son queste le equazioni trovate da Duhamel, poi da F. Neumann (*). 



(*) Bbtti, toc. eit., p. 102. 
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6. Per quanto si è detto nel § 3, ogni questione concernente de^ 
formazioni dovute al calore equivale ad un problema di equilibrio 
elastico, nel quale le forze esterne hanno le espressioni (4). Pos- 
siamo dunque utilizzare tutti i risultati ottenuti precedentemente 
per dedurne altrettante conseguenze, relative a deformazioni ter- 
miche equivalenti. Prendiamo, per esempio, la formola 

precedentemente dimostrata fra i più semplici coroUarii del teorema 
di Betti. Qui si ha, adoperando le (4), 

Del resto 
cioè 



Dunque 



CedS = 3hftdS. 



In altri termini : la variazione del volume non dipende né dalla 
forma del corpo, né dai coefficienti di elasticità. Essa é uguale 
al totale aumento di tempeì^atura, moltiplicato per tre volte il 
coefficiente di dilatazione lineare. 

6. Ora domandiamoci se è possibile che Felevazione t di tempe- 
ratura non desti forze elastiche. Per questo è necessario e sufficiente 
che il potenziale TT delle dette forze sia nullo, cioò che si abbia 

a = b = c = hT , f=g=ih = 0. (7) 

Le note condizioni, necessarie e sufficienti perchè a ,h ,c,fyg,h 



rappresentino le componenti dt una deformazione possibile, si ridn- 
cono, nel caso attuale, al simull£r;c,> annullamento delle sei deri- 
vate seconde di t. Dunque t dev'essere funzione lineare delle coor- 
dinate : sia T = ax + Pv-\-T* -^^- Allora, int^^ndo la prima 
delle (7), si ottiene 

M = ft I at* 4- kic{T — oso) + (p(i/ , z) 



« = Atìb - 1 «(aj" + !/• + i') + M, , 

con Uo indipendente da x. Forme analt^he assumono v 6 te. Evi> 
dentemente 

ed inoltre la sostituzione delle precedenti espressioni di «, v, to 
nelle rimanenti uguaglianze (7) dà 

ÒtPa I ÒVg Sm, I èWd òv^ I ftn, „ 

òy ■•"TT" òt ~^'W~ d* "•" dy ~"" 

Dunque Ug, Vg, w^ rappresentano (II, 1) spostamenti rigidi, dai quali 
si prescinde. Ne s^ue che, quando gli spostamenti non banno la 
forma 



I w = htz — ^iai' + v*-\-z'), 

cioè quando t non dipende linearmente dalle coordinate, si pu^ 
essere sicuri che una deformazione elasLica reagisce contro la de- 
formazione pnramente termica, e l'equilibrio elastico si stabilisce 
in condizioni diverse da quelle che si avevano prima della comu- 
nicazione di calore. 
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7. Trattiamo il problema nel caso d'una sfera piena, supponendo 
che l'elevazione di temperatura in ciascun punto dipenda solo dalla 
distanza r del punto stesso al centro della sfera. Chiamato € l'al- 
iungamento unitario secondo il raggio, si ha u=tx, v=eyj w=eZy 
e conseguentemente 

D*altra parte si ha 

e = 3€ + r^ , _ = 4^ + r^.. 

Dunque 

Ae X dS ^. y dB ^2 e dB 

r dr ^ r dr r dr 

Quindi le equazioni (5) si riducono tutte ali*unica 

ohe si può subito integrare scrivendo 

E poiché 6r' è manifestamente la derivata di er^, si ottiene, con 
una nuova integrazione, 



e = X + ^ + *-^?^^ 



flr 



TY^dr . (8) 



Per determinare \i basta osservare che, fintantoché ^ differisce da 
zero, lo spostamento er diventa infinito nel centro della sfera, e ciò 
non deve accadere. Pertanto è necessario che sia jla = 0. Per de- 
terminare X si ricorre alle (6), le quali si riducono all'equazione 
unica 

= {ZA — AB)^ + Ar~, 



cbe dev'essere soddisfìitta quando r diventa uguale al raggio a della 
sfera. Intanto dalla (8) si deduce 



lf~ Ar 



[T-^fTrVrj. 



Dunque per r' = a si deve avere 

I 7r*dr , 



cioè 



3*r 

e Analmente, per sostituzione In (8), si giunge alla formola di 
F. Neumann e Borchardt (*): 

8. Supponiamo, per finire, che in un st*olo elaslico, omc^eneo 
ed isotropo, si Taccia variai'e pochissimo la temperatura, metten- 
done la superficie in contatto con una sorgente costante di calore, 
dimodoché sia à*T = in tutto il corpo. Per cercare uno degli 
infiniti sistemi possibili di spostamenti poniamo 

w' = — ft(3A — 4B)|^. 
Le equazioni indefinite per l'equilibrio sono soddiaCatte se 
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Possiamo dunque prendere 



dopo aver posto 



JfTì 



ÒTi Ò*Tt d*Tt 

^~ d» ■" d<» ~ d** 



Ne s^ue 



k(iA-iB) dT. , _ k{SA-4B) òr. 

«,' = *^4=*?)(^T + T.). (9) 

Questi spostamenti provocano in superficie le pressioni 

Dunque gli spostamenti 

son dovuti airazione delle seguenti forze, applicate aUa sola su- 
perficie : 

Z" = ^(34 — 45)-^, M''=^{3A—4B)^, N''=0. 
Evidentemente si ha 

e però 

ed ^"=0. Analogamente 
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quindi, adoperando sempre la segnatura del precedente capitolo, 
Ora le formolo (9) e (10) dello stesso capitolo danno 

Dunque, tenendo conto delle (9), e ponendo, per brevità, 

*(3^-^) 

^""4ir(^ — B) 

si perviene finalmente alle formolo 

u = K^j'Tlogiz + r)ds , v=:K^ ftlogiz + r)<tó , 



r 



Per i corpi che più si avvicinano alla legge di Navìér e Poisson, 
la costante K è presso a poco la quinta parte di ft. 



XVI. IL PROBLEMA DI SÀINT-VENANT. 



1. Lo studio delle deformazioni d'un corpo cilindrico, sotto Fazione 
di forze applicate soltanto alle basi, ò particolarmente importante 
per la pratica. Siccome la teoria generale si urta in difficoltà di 
calcolo, attualmente insuperabili, si è pensato di semplificare la 
quistione, trattandola prima in un caso particolare. Il passaggio 
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al caso generale si giustifica (*) poi largamente mediante conside- 
razioni teoriche e sperimentali. Ciascun elemento della base è base 
d*un cilindro infinitamente sottile, che fa parte del corpo dato e si 
chiama fibra. II corpo cilindrico è dunque costituito da infinite fibre 
longitudinali, e noi vogliamo limitarci a studiare quelle deforma- 
zioni che non suscitano tensioni laterali tra le fibre contigue, di- 
modoché queste si deformano come se fossero indipendenti le une 
dalle altre. Supporremo inoltre che il corpo sia dotato d'isotropìa 
incompleta, e Tasse d*isotropia sia parallelo (come effettivamente 
avviene nei corpi che si hanno a sperimentare nella pratica) alle 
generatrici del cilindro* 

2. Assumiamo come piano delle xy una delle basi, e supponiamo 
che queste sieno sezioni rette del cilindro. Cosi Tasse delle z riesce 
parallelo alle generatrici. Per esprimere il potenziale elastico si ha 
la formula 

+ Ce* + 2A'(n + g^) + 2ff (n^ — ab) , 

nella quale A, B, C, A', ff sono quantità costanti. Per la nullità 
delle tensioni laterali occorre e basta che si abbia 

P^ = , Pyy = , p^ = (1) 

in tutto il corpo, cioè 

da " ' 06 " ' dh ^' 

Adunque debbono aver luogo le relazioni 

{A—2B)e+2Ba=2B'by (A—2B)e + 2Bò=2B'a, n = 0. 

Dalle prime due si ricava 

a=zb = — ì]C (2> 



(•) Vedi il < Traiti » di Glbbscb, p. 175. 
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ponendo 

^'^2(A — B — B')' 

Le condizioni ^ = Oeda = &ci dicono che due elementi superfi- 
ciali, paralleli alle generatrici e perpendicolari fira loro, sono an- 
cora perpendicolari dopo la deformazione, e che ogni elemento 
perpendicolare alle generatrici subisce, intorno a ciascun punto, 
una dilatazione o una contrazione, la stessa in tutte le direzioni. 
La costante n, che misura il rapporto della contrazione trasversale 
all*allungamento longitudinale unitario, si chiama coefficiente di 

contrazione trasvet^scUe. Il suo valore è ^ in quei corpi comple- 
tamente isotropi per i quali si ha il = 3^. 

3. In seguito ci occorrerà determinare le pressioni che si svilup- 
pano sugli elementi delle sezioni trasversali del cilindro. È questa 
una ricerca importante, perchè le componenti p„ , py, , p„ di tali 
pressioni, cambiate di segno, servono evidentemente a far conoscere, 
ponendovi z=^0 e z uguale (*) alla lunghezza l del cilindro, le 
forze che bisogna applicare alle basi per produrre una data defor- 
mazione. Si ha subito 

—p,, = — ^^ = (A — 2B)e + 2{B + C)c = Ec, 

ponendo 

E={A—2B){i — 2ì]) 4- 2{B + C) . 

Dunque, per un dato allungamento unitario nella direzione delle 
generatrici del cilindro, si sviluppa nella direzione stessa una ten- 
sione proporzionale alla costante E, che per questa ragione si 
chiama coefficiente di elasticità longitudinale. Si chiama invece 



(*) Ciò si può anche vedere scrivendo le eqoasioni ai limiti, relative alle basi, ed esser- 
Tando che, sulla base libera 2 s: 2 , si ha -^ = 0, — ^sO, -^^\ . 
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coefficiente di elasticità trasversale la costante Q = B'\- A-y perchè 
si ha 

vale a dire che per dati scorrimenti (verso Tasse dMsotropia) degli 
elementi lineari perpendicolari all'asse, le componenti tangenziali 
della tensione sono proporzionali a O. Si noti che nei soliti cristalli 

isotropi (^=3iB) si ha G = ^E. 



4. Sì è visto che uev soddisfano necessariamente alle condizioni 

òu dv òu dv 

òx dy ' òy da? * 

Ne segue che w-|-^ è funzione della variabile complessa Z=oO']-iy, 
vale a dire che nella funzione u-^-fv delle variabili indipendenti 
a!,y,z, le prime due variabili possono entrare soltanto nella com- 
binazione ly dimodoché si ha 

u + iv = (p{l, z) 

e la determinazione dì u e v si potrà fare in una volta sola deter- 
minando la funzione q>. Intanto le equazioni indefinite deirequilibrio 
diventano 

àe òg ~ ' òz d/' ~" ' 2ÒX Ò9^2òt/ òf ^ òz oc —^' ^""^ 

La prima si può scrivere successivamente cosi: 



'W'^dxòz'^^' ^òz*~dx\ ^òzl~ 



d«» • 



Dunque alle prime due equazioni (3) si può dar la forma 



'ò^~^'W ' W^^ àz* ' 
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Moltiplicando la seconda per i ed aggiungendola alla prima si ot- 
tiene 

■dF + ^17 = ^ò?(^ + ^^> = ^-d^- 

Il primo membro è coniugato di 

Dunque, rappresentando in generale con l il numero conjugato di 2^, 
si vede che qp deve soddisfare airequazione 

Ora si noti che il primo membro non dipende da 2^ ma da Z, mentre 
il secondo non può dipendere da l. Dunque Tuno e l'altro debbono ri- 
dursi ad una funzione della sola z. Ne segue che -v=- non con- 
tiene If e per questo occorre che q) abbia la forma 

essendo P, Qy R funzioni soltanto di z. Sostituendo in (4) si ottiene 

quindi 

Possiamo dunque porre, rappresentando conrenientemente le co- 
stanti, 

Quanto alla funzione R, essa deve soddisfare all'equazione 



de^ 



= — (a, + P,^) — ^(a, + p,^) , 
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e però si ha, integrando, 



j^ 



R = {p! + io!') + (P' + tnz - (a, + aa,)^ - (P, + «,) ^ . 

Dunque, finalmente, si ottengono le espressioni à\ u q v prendendo 
rispettivamente la parte reale ed il coefficiente di i neirespressione 

- n [(«i + Pi^) - ^a, + P,^)] (^^ + i^y) 

- [n (a + p^:) + /(«o + Po^)] (^ + ^ì/) + ^ . 
Si perviene in tal modo alle seguenti formole 



^ = — n( 




(xy 



ì 






/Ti^(p2/ + Pi^t/4-Pf^^V^) 
r)-3r — a,^— p. 



6 • 



5. Ora bii 

Inoltre si 
cioè airull 



rappresi 
isotropi 



itegrando (2) si ottiene 



z^ 



^t/)^ + (P + P,a? + p,y)-2-. (5) 

alla terza equazione indefinita, 
ide la forma 



hft|^ = 0. 



te 2^, che nei corpi pienamente 
si osserva che 









'*"òy)"" da;'+ dy* ^^ dir» ' 



^ 142 - 

rultima equazione diventa 

poi, ponendo per io Tespressione (5), 

^ + ^ + 2(ft-n)(3 + M + Pty) = 0. (6) 

A questa equazione si soddisfa, in particolare, prendendo F uguale a 
0=:_(ft_n)(p^±l^+P.a7y* + p.a^y), 

ed è chiaro che a si può aggiungere qualunque funzione lineare 
di 0? , y. Dunque, se si pone 

si vede che Q è una funzione armonica delle variabili x, y, alla 
quale possiamo anche, per la presenza della costante arbitraria r 
nell'espressione di jP, arbitrariamente assegnare il valore in un dato 
punto. Conosciuta Q , si avrà w? = Q + -}- Y , ponendo 

Y = T-P'^-P"l/ + (a + a,a? + a,i/);2r + (p + p,a;+p,t/)4. 

Finalmente si conosceranno le pressioni sugli elementi delle sezioni 
trasversali, giacché si è trovato, nel § 3, che 

e per conseguenza, ponendo per u,v,w le precedenti espressioni, 

-i)« = c [- *P<e + Poy - nPt Y - (2* - 3n) Pt l' - (2* - n) P.«v + -^j 
-i>», = » [- *Py - M - »iP» § - (2*- 3n) fc ^ - (2* - n) 3i«y + -^] 

—p..==E[(a + anx + aty) + (fi + ?iX + p,y)«] . 
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6. La quistione è dunque ridotta alla determinazione di Q. Per 
ora sappiamo soltanto che questa funzione deve soddisfare all'equa- 
zione di Laplace in tutti i punti della sezione retta del cilindro; 
ma per poterla determinare bisogna ancora vedere a quali condi- 
zioni essa soddisfa sul contorno della sezione stessa. Per questo si 
considerino le equazioni ai limiti, relative alla superficie laterale 
del cilindro, e prima di tutto si osservi che, in virtù delle (i) e del 

fatto che ^ ha il valore zero sulla detta superficie, le prime due 

equazioni sono soddisfatte identicamente, mentre la terza si riduce a 



e se ne ricava 

diw 
Un 



\òe dn~^ he dnj' 



Dunque -^ si può ritenere come conosciuta, e però è conosciuto 
in ogni punto del contomo il valore di 

(in (in dn (in * 

Ne jsegue che, a meno d*una costante additiva, arbitraria, la fun- 
zione Q si può, per una data sezione retta, considerare come pie- 
namente determinata, purché non vi sia incompatibilità fra Tequa- 

dO, 
zione indefinita A*Q=0 e Tinsieme dei valori assegnati a ^ sul 

contorno. È noto che per questo occorre che sia 

estendendo la prima integrazione a tutto il contorno, e la seconda 
all'area in esso racchiusa. Ciò premesso, si osservi che 

= - 2n J-^ds = — 2n/(P + M + M) <tó • 



ente, se si rammenta che (t> soddlsb alla (6), 

'^ Aj = _J'A»*ds = 2 (ft - ri) J(p + p. a; + p.i,) d* . 

ente, osservando che V è lineare in a; e i/, 

.rs*'=-j"'^"''«=<'- 

• d<r = — 2ftJ*{p+p,a:+p,(/)(te = — 2fta(p + p,a:, + p,l/,), 

tentando con oif, ed y^ le coordinate del centro di gravità 
Bzione. Ne segue che fra le costanti P, p,, p^ si deve avere 
zione 

P + P.i». + M>, = (7) 

b la funzione fl possa esintere. 

i soluzione jtrecedentemente ottenuta racchiude le costanti 

a, a', a", a,, a,, a,, P, P', 0", P,, p., p,. t 

riducono, in virtù di (7), a dodfc^ veramente arbitrarie. Sei 
restano determinate se si impediscono i moti rigidi d'una par- 
Se si suppone, per esempio, che il centro di gravità d'una base 
enga fisso, e che, preso intomo ad esso un elemento super- 
questo si deformi restando nel piano della base, in modo che 
elemento lineare non varii in direzione, si vengono a porre 
[dizioni, che non consentirebbero alcun movimento al corpo, 
to fosse rigido. Perchè siano soddisfette, bisogna, prima di 
Ile per x=(i, y=(i, z = si abbia « = 0, u = 0, 10=0, 
^ine si colloca nel punto fisso. Intanto si noti che questa 
lell'origine riduce a p =0 la conditone (7). Se poi si dirige 
elle ce secondo quell'elemento lineare, che abbiamo obbligato 
ipostarsi lateralmente, lo spostamento v del punto {dx,(i,<i). 
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cioè i^j dXy come gli spostamenti w di tutti i punti (dx, dy, 0), 
cioè [-T^j dx + i-^] dpy debbono essere nulli, e però si deve 



avere 



(5)=<'.(a=«.(^)=«- 

Finalmente, perchè la funzione Q sia pienamente determinata, im- 
poniamole il valore neirorigine. Con ciò le nostre formule non 
subiscono alcuna particolarizzazione, come si è osservato nel § 5. 
Tutte queste condizioni esigono che si abbia 

a'=0. a"=0. a. = 0. P = 0.t=0. P'=(S)^. P"=(f ); 

e così non restano più che le sei costanti arbitrarie a ^ a^ , a, , Po , 
3i>P2 ^®Ue espressioni degli spostamenti, delle tensioni, ecc. Gli 
spostamenti sono 

w = — (k^r]) (p^OJj/^ + pjO?* 2/) + (a + a, i» + a,?/) z 
+ W.a.+ M)|4 2-(||)»-(||)/. 

8. La funzione Q, che dipende dalla forma della sezione, si de- 
termina per ogni forma particolare mediante Tequazione indefinita 
A*Q = e le condizioni ai limiti, cioè Q=0 per x=0, y=Oy e 

— = C7— 4- F — 

dn dn dn 
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sul contorno, essendo U e V due funzioni note di or ed y, delle 
quali è utile tenere presenti le espressioni, che per quanto si è 
visto nel § 6 sono 

^— [òM^ dx ^ òx 1 ' ^^ \òe^ òy ^ òyl' 

Quindi, sostituendo ad u,v le precedenti espressioni, ed a , ¥ 
quelle che si trovano segnate nel § 5, si ottiene 

u= - PoV + Y [na?' + i^^ - 3n)y'J + (2ft - n) ^^ , 

9. Per avere a determinare funzioni che dipendano soltanto dalla 
forma della sezione, e non dai coefficienti p, si ponga 

Le funzioni Qo > ^i > ^9 debbono essere armoniche, annullarsi nel- 
Torigine, e soddisfare sul contorno alle condizioni 

(ÌQq ^1 ^ 



^ = (2ft-. n) «^ ^ + 2 [lì/* + (2ft — 3n) a^] 



dn 



Qui importa osservare che, se la sezione è simmetrica rispetto ai- 
Tasse delle X, Q^ è una funzione pari di y. Infatti la relativa equa- 
zione ai limiti e l'equazione indefinita non si alterano quando si 
cambia y in — f/, giacché in due punti del contorno, simmetrici 

rispetto all'asse delle a?, i valori di ^ differiscono evidentemente 

solo nel segno. Siccome la funzione che soddisfa «alle dette condi- 
zioni è unica, essa è la stessa Q^. Questa funzione è invece dispari 
nella x, se la sezione è simmetrica rispetto all'asse delle y, perchè 



— 147 — 

fi cambiamento di x in — co fo soltanto cambiare il segno di ^, ed 

alle nuove condizioni soddisfa certamente la funzione — Q^. Adunque 
«i ha 

2i(^, —y) = 2i(a?, y) , ^^{—cc, y) = — Q^Co?, y) . 

Analogamente si dimostra che^ nelle ipotesi accennate, Q, è dispari 
nella y, pari nella co: 

2,(^, — 1/) = ^ Q«(^, I/) , Q«(— ^,!/) = 2t(a?,y). 

Ne segue che -r^ e -v-^ sono funzioni dispari di j/ e dli a? rispelr 
tivamente; quindi 

(t).=« • (©).=»■ 

Finalmente^ se la sezione è simmetrica rispetto ai due assi, Q^ è 
dìspari tanto in a? quanto In i/, e si ha, per conseguenza, 

mentre' la derivata seconda mista è pari tanto in y quanto in w, 
e perciò non si annulla necessariamente nel centro della sezione, 

^5ome non è necessario che si annullino -^ e ^r-^. 



XVn. APPLICAZIONE 
AI PROBLEMI DELLA PRATICA. 



1. Dal problema particolare fin qui trattato si passa ai problemi 
della pratica appoggiandosi ali* ipotesi che due sistemi di forze, 
staticamente equivalenti, non producono deformazioni diverse. In 
realtà ciò non è vero, perchè il modo con cui le forze deformatrici 
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vengono distribuite aUa superficie del corpo influisce pure sulla de- 
formazione; ma Tosservazione ha dimostrato che le differenze do- 
vute a tale causa non si rendono sensibili che nelle vicinanze dei 
punti di applicazione, quando questi occupano una piccola parte della 
superficie. Pertanto si può ritenere che, fatta eccezione di due re- 
gioni vicinissime alle basi, un corpo cilindrico, la cui lunghezza 
predomini rispetto alle dimensioni delle sezioni trasversali, si com- 
porti effettivamente come un insieme di fibre indipendenti le une 
dalle altre. Ciò premesso, supponiamo che le forze applicate alla 
base libera si compongano nella forza (X, F, Z) e nella coppia 
(S» 1ÌR> TOf e cerchiamo di vedere se tra le forze atte a produrre 
le deformazioni fin qui studiate se ne trovino che si compongono 
nella medesima forza e nella medesima coppia. Per questo noi cer- 
cheremo di esprimere X, Y^Z^^.W,^ mediante le costanti a, 
^^i • Q) ) Po > Pi » Ps ) P^ì' supponendo date le prime sei quantità, le for- 
mule che otterremo serviranno inversamente a determinare le sud- 
dette costanti, e conseguentemente a caratterizzare una deforma- 
zione, che in quasi tutto il cilindro presenta differenze trascurabili 
con quella che si produce effettivamente. 

2. Calcoliamo dunque gli integrali 

X=JLds , ^=:j[Ny — M{z — l)]ds = JNyds, 
Y=zJMds , W=\[L(z — l) — Nx]ds = —[Nxas, 
Z = JNds , ^ = j{Ma) — Ly)ds, 

estesi a tutta la base libera. Su questa si ha 

L = —p„ , M=: — pyM , N=—p„ , 
conseguentemente 

X= G [- ^f^'ds - 1 (2A;-3n)J>^ - {2k-^ri)hjxyd8+J^ dsj 



•-. 149 — 

Per semplificare i calcoli riferiamo la figura ai suoi assi principali 
d*inerzia^ e rappresentiamo con X e m i raggi d'inerzia, dimodoché 

Ja?*flte = X'5 , {y*ds = }x*s , {xyds = 0. 

k 

Le espressioni precedenti diventano 

Per la componente longitudinale della risultante si trova subito 
Z=^Esa. Bisogna ancora calcolare i due integrali che compari- 
scono in X ed F, ed è notevole che i loro valori si possono otte- 
nere senza conoscere Q. Prima si ha, pel teorema di Green, 

quindi 
ovvero 

e finalmente 

D'altra parte^ adoperando le espressioni trovate nel precedente § 8, 
sì ha subito 

e conseguentemente 
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Inoltre 



Dunque 



e finalmente 






x=E\*sp^ , r=jGr^*5p,. 



Gojd già sappiamo che, data la risultante, sono determinate le co- 
stanti 

fi — ^ fi— ^ a-A 

Per determinare le altre osserviamo che 

Invece, posto X* + ili* = p', si ottiene 

— ^j[{2k — Sr])x^ — {4k—3r])y^]xds . 

Se la figura è simmetrica rispetto agli assi, come ordinariamente 
avviene, sono evidentemente nulli gli integrali che moltiplicano p^ 
e P2, e Tultima formula si semplifica. Le osservazioni fatte alla 
fine del capitolo precedente sulla parità disparità delle funzioni Q 
ci permettono inoltre di asserire che gli integrali 
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sono nulli, perchè i loro elementi si possono aggruppare per coppie 
di valori uguali e con segni opposti. Ne segue 

i(-i->'-ii)*=M(-t-'^)^- 

Adunque le formule che servono a determinare a, , a, , p^ sono : 



-h-K^t-^H' 



3. Le formole stabilite nel precedente paragrafo ci mettono in 
grado di analizzare una deformazione qualunque, mostrando come 
questa si possa sempre far risultare da quattro deformazioni speciali : 

aj Traziono. Delle sei costanti arbitrarie si supponga la sola 
a diversa da zero. Sempre che le p sono nulle si ha Q = 0. Quindi 
le formole finali del § 7 {cap. XVI) diventano 

w = — nao? , t; = — y\ay , tt? = a-j , 

e caratterizzano una trazione, per la quale il cilindro si contrae 
trasversalmente e si allunga di 

, ZI 

^ = «^ = 15- 

Si avrebbe invece una compressione nel caso che a fosse negativo. 
In queste deformazioni le sezioni trasversali si mantengono piane 
e le fibre restano rettilinee. Esse sono prodotte dalla sola forza Z, 
giacché le formole del precedente paragrafo mostrano che X, Y, 
9S» ^> 1Z sono nulle. 

Ì)J Torsione. Se annulliamo tutte le costanti/ tranne Po^ la fun- 
zione Q si riduce a Po^o> ^ ^^ solite formole danno 

»=4Q.-(m--(tu]. 



— 152 ~ 

Prescindendo da t^ sì studii il movimento in proiezione sopra una 
sezione trasversale, e sì trasporti Torigine in quel punto (/ della 

sezione stessa, che ha le coordinate i-r^) , — { -r-^l , e che coin- 
cide col centro quando la sezione è simmetrica rispetto ad entrambi 
gli assi, nel qual caso si ha pure w = PqQq. Allora si vede subito 
che lo spostamento (u,v) consìste in una pìccolissima rotazione 
— ^f^z intorno ad 0', nel senso opposto a quello in cui si muove 
rindice d*un orologio. Siccome i punti 0' stanno sopra una fibra, 
si può dire che intorno a questa ruotano tutte le sezioni, e ruo- 
tano di angoli che da un estremo all'altro del cilindro variano 
da fino a — p^L Si ha dunque una torsione, prodotta unicamente 
dalla coppia ^, che agisce nel piano della sezione estrema, e fa 
ruotar questa d*un angolo 



w = — Po^ 



<'h-i('t-s*]' 



Le sezioni trasversali non restano piane. Infatti nelle vicinanze della 
fibra centrale si ha 

e siccome i coefficienti dei termini estremi differiscono solo nel 
segno, si vede che la sezione si curva in forma di paraboloide iper- 
bolico. Anzi, per quello che sì è detto alla fine del precedente 
capitolo, se la sezione è simmetrica rispetto agli assi, si ha 






e però gli assi stessi dividono la sezione in quattro regioni tali, 
che due regioni opposte si abbassano mentre le altre due si solle- 
vano sul piano primitivo. Tuttavia, se Q© ^^se nulla, la sezione si 
deformerebbe restando nel proprio piano. In questo caso il prece- 
dente valore dell'angolo di torsione si riduce a 

Gp^8 
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e si ottiene cosi la forinola che adoperano i « pratici » , e che essi 
stabiliscono appunto facendo gratuitamente Tipotesi che le sezioni 
restano piane. 

cj Flessione semplice. Se conserviamo la sola costante a^, 
è ancora Q = , e si ha 



u 



_ «1 



= — y[^(^'""^*' + '^*] ' t; = — nct^o?!/ , w = o,i^xz 



Per vedere come si deforma una fibra si mantengano costanti x 
ed y. Allora v è costante, e l*eliminazione di ^ fra t« e t& mostra 
che tutte le fibre si curvano parabolicamente in piani paralleli ad 
Oxz (piano di flessionej. In particolare, per la fibra centrale si 

ha w = — ^^*, t?=0, w=0. Questa fibra si piega dunque a pa- 
rabola nel piano stesso di flessione, ed il massimo allontanamento 
(saetta) dall'antica posizione è 

..— «1/»— «^P 

Questa deformazione è prodotta, come si vede, da una sola coppia 
che agisce nel piano di flessione. Si noti che le sezioni trasversali 
restano piane. Conservando a^ invece di a^ avremmo sempre una 
flessione, ma paralella al piano Oyz. 

dj Flessione oomplessa. Più complicate sono le deforma- 
zioni caratterizzate dalle costanti ^^ e p, e provocate, per conse- 
guenza, da una forza tangenziale X o Y. Consideriamo quella che 
corrisponde a ^^ , ed affinchè alla forza X non si accompagni la cop- 
pia KR poniamo a^-\-^J=:Q invece di 0^=0. Riprendiamo dunque 
le formolo del § 7 del precedente capitolo, supponendovi diverse da 
zero le sole costanti p^ e a, = — ^^l. Esse diventano, nel caso d'una 
sezione simmetrica, 
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È notevole che Tipotesì z=:l renda uè v indipendenti da a? e da y. 
Dunque, se si prescinde dagli spostamenti longitudinali, si può dire 
che la base libera si sposta lateralmente come se fosse rigida. Qui 
le sezioni trasversali, non solo non si conservano piane, ma assu- 
mono forme diverse (superficie del 3** ordine) secondo la loro po- 
sizione nel cilindro. Infatti w non è più, come nel caso della torsione, 
funzione delle sole variabili x ed y. Inoltre le fibre diventano lie- 
vemente gobbe, tranne quelle che sono situate nel piano Oosz (piano 
di flessione). In particolare, per a? = 0, y=0, si ha t?=tf, w=^0. 
Dunque la fibra centrale si flette, nel dettò piano, in forma di pa- 
rabola cubica, giacché si ha pure 






Per z = l sì ottiene il valore della saetta di flessione, e si ritrova 
la formola dei pratici trascurando Tultimo termine, il solo che di- 
penda dalla forma della sezione, e che assume valori il cui rap- 
porto ad /' è trascurabile come Tarea della sezione stessa rispetto 
ad P. Il valore approssimato della saetta è dunque 



3 ~ 2E\^8' 

4. Applichiamo i risultati precedenti al cilindro circolare. Prima 
di tutto dobbiamo determinare la funzione Q. La prima delle con- 
dizioni ai limiti, scritte nel § 9 (cap. XVI), diventa 

òx ' "^ ìsy 

Questa deve aver luogo per x^-\-y^ =^R^\ ma ad essa ed all'equa- 
zione di Laplace si può soddisfare per ogni coppia di valori di x 
ed y prendendo Q^ costante, e siccome si deve avere Qo=^ ^^ ^^ 
punto, dovrà essere Qo=^ ^^ *^^*^ ^^ sezione. Dunque, riferendoci a 
quanto abbiamo detto nel paragrafo precedente, possiamo affermare 
che, nella torsione dei cilindri a sezioni trasversali circolari, queste 
sezioni restano piane. È stato appunto questo caso particolare che 
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ila indotto gli sperimentatori ad assumere ipoteticamente come vero 
l'ultimo fatto per tutte le forme, mentre già per la forma ellittica 
esso cessa di aver luogo. Infatti per un'ellisse dai semi-assi a e b 
si ottiene 

poi w = ^qQq: tutte le sezioni si cambiano in pezzi uguali d'un 
paraboloide iperbolico. Torniamo alle sezioni circolari, e determi- 
niamo Q| . Questa funzione deve, per a?* -f i/' = R\ soddisfare alla 
condizione 

È naturale che si tenti di verificarla ponendo per Q^ una funzione 
del terzo grado in x ed y. Intanto si è visto (XVI, 9) che Q^ è pari 
nella y e dispari nella a?, e però bisogna porre 

Q^ = 00? + pò?* + TI/* + òa?2/* . 

Perchè sia soddisfatta l'equazione di Laplace è necessario che si 
abbia identicamente 6p^-|-2(T+ba?)=0, cioè y=0, 6= — 3p. Per 
conseguenza 

Q^ = 00? + P (^' — 3^*) • 
Ora la condizione ai limiti diventa 

oo? + 3p(o;»— 3o?y*) = ^n^' + (sa— I n)^yS 

e ad essa si può, sul contorno, soddisfare identicamente se, dopo 
avere moltiplicato per oo^ + y* il termine aor, e gli altri termini 
per R*, si prende 

a + 3piK* = ^i2* , a — 9pi2*=(3/i — |n)^*, 
vale a dire 
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e finalmente 



Q^ = i [(3ft — n) R^x — (/t — n) (a;«— 3^y«)] . 



Di qui deduciamo 



D*altra parte 

1 i2 

e, per conseguenza, X = ^ = ^iB, p = — . Segue da tutto ciò 

che Tangolo di torsione, la saetta della flessione semplice, quella 
della flessione complessa, ecc., hanno i valori 

ecc. 



L'ultima sae.tta è, più esattamente, 

4XZ« 



SitEB^ 



[i+|(a*-„(4)-l. 



Nel caso della sezione ellittica i raggi X e in hanno 1 valori |^ e ^ ' 
La formola adoperata in pratica per esprimere Tangolo di torsione è 

Essa induce in gravi errori quando la sezione è fortemente eccen- 
trica. Per correggerla bisogna prima di tutto calcolare Tintegrale 

Il denominatore della formola esatta si cambia allora nel prodotto 
di 6=^ per 
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Dunque il vero angolo dì torsione è 



^^(a« + &2)U/ 



Sempre superiore a quello degli empirici, questo valore è sufficien- 
temente confermato da tutte le esperienze (*). L'accusa fatta alla 
t.eoria matematica della elasticità di non trovarsi in accordo col- 
l'esperienza va dunque rivolta alle varie pretese teorie escogitate 
per giustificare a posteriori e generalizzare oltre misura alcune 
formolette empiriche, mettendo insieme ipotesi contraddittorie, in- 
giustificate ed ingiustificabili. Le differenze che si trovano « si 
prende Vabitudine di attribuirle > dice Glebsch (**) < ad imperfe- 
zioni della teoria piuttosto che ad irregolarità commesse nell'ape 
plicarla. Sarebbe forse perchè questa confusione si produce troppo 
spesso che Ma MeotHa è tanto discreditata in certi ambienti? » 



(*) Vedi ana nota al « Traité » di Clbbsch, pag. 209, ed altre note di Sa.int-Vbnant a 
pag. 210 • seguenti. 
(**) Leggi l'interessante S 38 del « Trnité ». 
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XVm. ALCUNE NOZIONI 
SULLE COORDINATE CURVILINEE. 



1. Siano a?i , 07^ , oo^ le coordinate cartesiane d'un punto. L'equa- 
zione f{x^ yOc^,x^ = q rappresenta, per ciascun valore di q, una 
superficie. Se si considera q come un parametro suscettibile di 
tutti i valori reali, l'equazione stessa rappresenta una semplice in- 
finità di superficie. Si considerino ora tre famiglie di superficie 



tali che tre superficie, prese comunque nelle tre famiglie, abbiano 
generalmente un sol punto comune. Questo punto sarà cosi indivi- 
duato dai valori speciali che hanno i parametri q^^.q^, q^ sulle tre 
superficie che lo contengono. Perciò q^.q^, q^ si possono assumere 
come coordinate del punto. Le tre superficie 
e le loro linee d'intersezione si dicono super- 
ficie e linee coordinate del punto, e prendono 
nome dai corrispondenti parametri. Cosi la 
linea q^ è quella linea coordinata, lungo la 
quale varia il solo parametro q^, mentre la 
superficie q^ è quella superficie coordinata 
su cui resta costante il parametro q^. Questo ^ 
sistema di coordinate dicesi ortogoncUe se le superficie coordinate 
sono, in ogni punto, perpendicolari fra loro. Se ciò ha luogo, è chiaro 
che anche le linee coordinate riusciranno fra Ipro perpendicolari. 
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2. Le derivate dì x^^x^, x^ rispetto a q^ sono evidentemente 
proporzionali ai coseni direttori della tangente cUla linea q^y nel 
punto considerato, poiché muovendosi questo sulla detta linea, q^ 
varia come una funzione del solo arco percorso. I coseni stessi sono 
dunque 

(1) 



1 òXi 1 dx^ 1 òx^ 



se si pone 



Qi òqt Qi òqt Qi òqi 



<^'=m'+m'+m'- '^> 



Se poi con a, si rappresenta Tarco contato, sulla linea q^, a par- 
tire da un'origine arbitrariamente fissata, e se si osserva che i co- 
seni (1) sono anche uguali alle derivate di x^^x^, x^ rispetto a a^ , 
si vede subito che da^= Qtdq^. In altri termini Qi è il coefficiente 
che bisogna dare a dq^ per ottenere l'elemento lineare, lungo la 
linea q^. Questa osservazione serve appunto, nei varii casi partico- 
lari, a far conoscere speditamente le funzioni Q^ , Q, , Q3 , che hanno 
grande importanza in questa teoria. Quanto all'espressione generale 
dell'elemento lineare, essa à manifestamente data, nei sistemi orto- 
gonali, dalla formola 

dxs^ = Q,*dq,^ + Q,«G^,* + 03*^^3» , 

poiché, a meno di infinitesimi superiori, d(S misura la diagonale 
d'un parallelepipedo rettangolo, i cui lati sono misurati da da^y 

8. Le derivate parziali prime di q^ sono proporzionali ai coseni 
direttori della normale alla superficie q^ . Questi coseni sono dunque 

uguali alle derivate stesse, divise per + (^Ag^. Siccome poi la nor- 
male alla superficie q^ non è che la tangente alla linea q^, si ha 

1 dqi 1 òxi 1 òqt 1 òa?a 1 òg< 1 òa?> 



l/Ag< ^^1 Qi àqt ' |/Ag^ ^^ Qi àq* ' ^A^, àx^ Q^ dqi ' 

fissando convenientemente il verso positivo delle varie direzioni. 
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Queste formole, moltiplicate per 4^ , -r^ , —- , rispettivamente, 
e sommate, danno 



Dunque 



^^«'=i 



Q dg< _ 1 àxj 



(3) 



(4) 



4. Ricordiamo che il determinante dei col^eni degli angoli che le 
rette d'una terna ortogonale fanno con quelle di un'altra tema or- 
togonale, è uguale a +1, e si può sempre fare in modo che sia 
uguale a 4-^» ^^^ ^^^^ c^^so avviene pure che ogni elemento del 
determinante è uguale al proprio complemento algebrico. Siccome 
il determinante 



V== 



d^i d^i d^i 



àgi 


d^s 


òffs 


Ò0D2 


òx^ 


ÒX2 


òqi 


d^s 


òqz 


ÒXs 


àxs 


òx^ 



Òfl Òft 023 



si deduce dal determinante dei coseni dividendo le verticali rispet- 
tivamente per Qi, Og, O3, si vede immediatamente che ^ = Q^Q^Q^, 
Inoltre gli elementi di ciascuna verticale di V sono proporzionali 
ai proprii complementi algebrici. D'altra parte si ponga per un 
istante 

òxi ò^Xi ^ ÒX2 0^X2 . ÒX2 ò'a?8 



ST; = 



+ 



òq% dqtòqj ' òqi^òqiòqj òqj,òq4Òqj 



rappresentando con i, j, k una disposizione qualunque degli indici 

1, 2, 3, La condizione di ortogonalità fra le linee Qì e Qj, vale a 

dire 

da?! òxi , ÒX2 òa?2 ■ òx^ òx^ ^ 

^^ "dgT^ òqi dqj ~ ' 

derivata rispetto a Qj,, dà Si-\-Sj = 0. Ne segue 8^ = 8^ = 8^ = 0, 

Cbsàro, Teoria delV elasticità 11 
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ed aireguaglianza $i = si può, in virtù delle proprietà preceden- 
temente richiamate, dar la forma 




= 0. 



(5) 




5. Ciò premesso, cerchiamo le linee di curvatura della super- 
ficie q^. Spostiamo il punto M su questa superficie, in modo che 

dalla posizione M(q^ , q^ , q^) venga nella 
posizione 

M'{q + bq^, q^ + bq^, Qs + ^Qz)^ 

essendo ògi=0. Perchè MM' stia sopra una 
linea di curvatura è necessario che avvenga 
l'incontro delle normali, in M ed M', alla 

superficie q^. Siano x^ — \-^, x^ — ^-r^y ^% — X-^ le coor- 

dinate cartesiane d*un punto della prima normale. Perchè questo 
appartenga alla seconda normale bisogna che siano nulle le varia- 
zioni delle coordinate nel passaggio da M ad M\ bisogna cioè che 
si abbia 

5a?3 — Xò4^-4^ÒX = 0. 
L*eliminazione di X e ò\ conduce subito alla condizione 



Ò<li 

òqi 



òa?4 b 
bx^ b 



bx^ b 



òqi 

òa?8 
Mi 



= 0, 
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'equivalente a 



ÒXi 



òqi 


òqj 


da?2 


da?2 


òqi 


òqj 


dajg 


ÒXs 



òqi òqj 



'"•b3,+^b,, 



H + ^M 



Ò^^i v^ I Ò^Xi . 



òqtòq, 

Ò^Xj 

òqi òqj 

Ò^Xs 

òqiòqj 






òqiòqi, 

òqiòqf, 

ò'a?3 
òqiòqj, 



ÒQ, 



^Qi 



= 0, 



Scomponendo le colonne si ottiene, nel primo membro, una forma 
«quadratica di bqj e bq^,, in cui i coefficienti di ò^^;;* e ò^^* sono 

da;, da?, ò^x^ 



òx^ 


ÒXi 


d*a?i 


òqi 


òqj 


òqi òqj 


ÒXi 


ÒX2 


0^X2 


òqi 


d?, 


òqi òqj 


ÒX3 


ÒX2 


0^X3 



òqi òqj òqiòqj 



Òq 


òq^ 


òcc^ 

òqi 


ÒX2 

òqic 


ÒX3 


ÒXs 



òqi òqi, 

0^X2 

òqi òqjc 
0^X3 



òqi dgjk òqiòqj 



^ono cioè uguali a zero, in virtù di (5). Resta il termine in òg, bqj, , 
il cui coefficiente non può essere identicamente nullo, altrimenti 
tutte le linee uscenti da M sarebbero sempre linee di curvatura. 
Dunque òg^ = Ò^^^O. Si ha così il teorema di Dupin : in ogni 
sistem/z triplo ortogonale, le superficie di due famiglie tracciano, 
sopra una superficie qualunque della terza famiglia, tutte le sue 
linee di curvatura (*). 

6. Adunque per trovare^ i raggi principali di curvatura della su- 
perficie q^y nel punto Af, bisogna far spostare questo punto sulle 
linee coordinate qj e (ft. Se ny ed nfc sono i raggi che si ottengono 
in queste due direzioni, i loro valori sono evidentemente dati dal- 
Tespressione OiX, in cui X si calcola mediante le equazioni (6). Sup- 
pongasi, per esempio, che si voglia calcolare nj. In questo caso, 



(*) Vedi Lamé: LeQonè sur le» eoordonnées curvilignet, S§ XXIII, XXIV; o Biamcbi: 
Lezioni di Geometria differenziale (Pisa, Nistri, 1885-86, § 122). Al prof. Beltrami si deve 
QD'altra interessaDte dimostrazione, fondata su considerazioni cinematiche {Rendiconti del' 
l'Istituto lombardo^ 1872, p. 483). 
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essendo bq^=0 , bqii=0 , si ha ò=-r— •bg'y, e però le equaziom 

oqj 

(6) diventano 



òqj 

òqj 

òx^ 

àqj 



ò^Xi òxi dX 






— X 



òqi òqj 

òqi òqj 

ò^x. 



— X^^l:? 



òqi 


òq. 


òx^ 


ò\ 


òqi 


òqj 


òx^ 


ò\ 



òqiòqj òqi òq^ 



= 0, 



= 0, 



= 0. 



Moltiplicandole per 



ÒXi òx^ òx^ 



, rispettivamente, poi sommando 



òqj ' òqj ' òqj 
e tenendo conto deirortogonalità delle linee Qì e Qj, ai ottiene 



Dunque 



"^^ 2 d2, ^^ ''^^ ^q, 



1 ^ 1 òQj 
ra Qi Qj òqi ' 



(7) 



7. Geometricamente la formola (7) si dimostra in modo assai semplice pren- 
dendo eolia linea qj on arco infinitesimo MM', e considerando Tarco NN' nel 

quale si cambia MM' quando q^ diventa qi-\-dqf> Allora si ha 

< 

MN^dOi , MM'=daj , NN'^dOj + ^dq.dqj , 

e la relazione evidente 

NN' — MM' MN 




MM' 



Tij 



si trasforma subito nella formola (7). Questa serve princi- 
palmente a far conoscere la segnatura adoperata da Lamé 
nelle sue classiche « LeQons ». Costantemente preoccupato 
di dar forma geometrica ai risultati dei suoi calcoli, l'il- 
lustre inventore delle coordinate curvilinee introduce sem- 
pre, nelle formole finali, le curvature degli archi coordi- 
nati e le derivate rispetto a questi archi. Ciò contribuisce 
a mettere in evidenza il vero significato delle formole 
stesse 4 imperocché » — dice Laplace — « è interessante 
figurarsi nello spazio i risultati dell'Analisi^ e reciproca- 
mente leggere le modificazioni delle linee e delle superficie, e le variazioni del 
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movimento dei corpi, nelle equazioni che le esprìmono. Questo riavrioinamento 
della Geometrìa e dell'Analisi sparge una luce nuova sulle due scienze : le ope- 
razioni intellettuali della seconda, rese sensibili mercè le immagini della prima, 
sono più facili a comprendere, più interessanti a seguire ; e quando Vosservazione 
realizza queste immagini, e trasforma i risultati geometrìe! in leggi naturali, la 
vista di questo sublime spettacolo ci fa gustare il più nobile fra i piaceri riser- 
vati airumana natura ». 



XIX. DIGRESSIONE 
SUI PARÀMETRI DIFFERENZIALI. 



1. Data una funzione V delle coordinate cartesiane ortogonali 
a!t, x^,a}g, le ftinzioni 

che si chiamano i parametri differenziali (*) di F, del primo e del 
secondo ordine, hanno la proprietà di non dipendere dal sistema di 
assi, rispetto al quale vengono calcolate. Infatti è facile dimostrare 
che, se si fa ruotare la terna ortogonale di assi arbitrariamente, i 
valori dei parametri differenziali, in ciascun punto, restano inva- 
riati (**). Ciò si deve ai significati geometrici e meccanici dei para- 



(*) Coasiderati la prima volta da L^iié. Vedi le « LeQOns sur léM eoordonnées curvi- 
lignM »« g III. Chi voglia conoscere la teorica generale dei parametri differenxiali, stabi- 
lita sopra basi puramente analitiche, legga una Memoria del Prof. Bbltrami, pubblicata 
éa.ìVAccad9tnia di Bologna (voi. Vili della £* serie, p. 549) ed un'altra del Prof. Ricci negli 
Annali di matematica (voi. XIV della 2* serie, p. 1). 

(**) Per una rotazione infinitesima degli assi {cfr. p. 30, § 3) la prima e la seconda de- 
rivata di V rispetto ad cci variano di 

Òr ÒV ^l ÒV dV \ 

^Xz Ox^ \ ÓxiOxz OoetOxJ 

e però le metà delle variazioni di A V e A'T sono 
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metri stessi, significati indipendenti dall'orientazione degli assù 
Per esempio, sia V^ la media dei valori che la funzione V assume 
sopra una superficie sferica, di raggio infinitesimo r, e V^^ il valore 
di V nel centro della sfera. Se si trascurano gli infinitesimi di or- 
dine superiore al secondo, si ha 



• • • I » 



supponendo che tutte le derivate siano calcolate nel centro della 
sfera. Si moltiplichi per £te, e si integri a tutta la superficie sfe- 
rica, osservando che 

iritte=:0 , L?2^3Ctó=... = , \x^^ds=^,,, = -^\r^ds=:-^sr^^ 

Si ottiene, dividendo per sr^, 






\\m '' , -" ^-^A'F. 



Una eguaglianza analoga si può stabilire per A V, considerando la 
media dei valori di F*. Tali eguaglianze rendono evidente la pro- 
prietà invariantiva di AF e A^F. 

2. Siano 0^,0^,03 i coseni che definiscono una direzione qua-^ 
lunque. L'integrale di Oiajds, esteso ad una superficie sferica di 

raggio 1, ha il valore -3- il valore 0, secondo che i=j i^,K 

Infatti nel primo caso si può scrivere 

ttiM^ = cos^e sene rfO c^qj = 27t cos^O sene rfe = ^ , 
00 

e nel secondo 



I 



aiOj ds=\ sen*e cose cosip dQd\\f = . 
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Ciò premesso, la derivata di V nella direzione considerata è 

dv ÒV , òv, ÒV ,,, 

Ne segue, quadrando, moltiplicando per ds ed integrando a tutta la 
sfera, 



I( 



Similmente, se si osserva che 

si ottiene, moltiplicando per ds ed integrando, 



1 






Dunque i valori di A*F e AF sono proporzionali ai valori medii 
delle derivate seconde e dei quadrati delle derivate prime in tutte 
le direzioni che si possono considerare intorno a ciascun punto (*). 

3. Il significato invariantivo di A F si può anche dedurre imme- 
diatamente dalla formola (1), considerando la direzione definita da 
coseni proporzionali alle derivate «prime di F. Sia 9 l'angolo di 
questa direzione con Taltra (a^ , a, , a,). Alla (1) si può dar la forma 

^=|/AF.cose. 

dV 

Il massimo valore di -j- si ha dunque per 9^=0, ed è appunto 

>/AF. In altri termini /af è la derivata di F nella direzione 
secondo la quale più rapidamente varia la funzione. Si noti che 
questa direzione è precisamente quella della normale alla superficie 



(*) BouttSiNBSQ : « Cour8 d'Analyse infinitésimalt » (t. I, 2™* fase, pp. 57, 71). 
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V= costante. Similmente dalla formola (2) si deduce che le dire- 
zioni per le quali è nulla la derivata seconda costituiscono un cono 
quadrico, ed è ovvio che questo non può dipendere dagli assi. È 
dunque invariante il discriminante della forma quadratica (2), hes- 
siano della funzione 7, e godono della proprietà invariantiva anche 
le somme dei suoi minori principali del primo o del secondo ordine, 
ed in particolare A* V. Altre interessanti interpretazioni si possono 
dare dei parametri differenziali. Tutte concorrono a dimostrare che 
< il parametro differenziai secondo è, per cosi dire, la derivata per 
eccellenza, una derivata che esprime ciò che dì più generale si ha 
nel modo di variare della funzione » (*). Perciò il detto parametro 
ha importanza altissima in tutti i rami della Fisica matematica. 
« Quando una classe di fenomeni fisici dipende dalle variazioni 
d'una certa funzione, quasi sempre questa interviene per mezzo 
del suo parametro differenziai secondo, come se questo fosse una 
derivata naturale, più essenziale, più semplice ed in pari tempo 
più completa di tutte le derivate parziali, più o meno arbitraria- 
mente scelte, che si ha l'uso di considerare > (**). 

4. I parametri differenziali si presentano anche molto naturalmente quando si 
fa oso dei quaternioni {***)^ o numeri complessi risultanti dalla riunione, per via 
additiva, d'uno scalare (numero reale, privo del senso di direzione) e d^un vettore, 
che nello spazio definisce, in grandezza e direzione, un segmento rettilineo, me- 
diante le sue proiezioni su tre assi ortogonali qualunque. Così lo spostamento 
(UyVfW) d'un punto è un vettore vj = iu -{-jv -\' kw j e la doppia rotazione del 

mezzo è un altro vettore ^ = t% -f-i^ + ifc^, in cui le unità t,j\ k, linear- 
mente indipendenti, sono soltanto soggette alle condizioni 

i'=y* = A;' = — 1 , jk = — J^' = i , hi=^'-ik=j , if^—jiz^k, 

È invece scalare la dilatazione 6. Quando si applica Toperatore (****) di Hamilton 



(*) BoussiNBSQ, too. cit.f p. 72. 

(**) Lamé : « Legona sur les coordonnées curvilignes », % XV. 

(***) Coasiglio vivamente al lettore lo stadio dei capitoli « Cinsmatica » ed « Applica-' 
zioni fisiche » nel Trattato elementari dei quaternioni di Tait. 
(••••) Tait, loc, cit., seconda parte, p. 35. 
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allo spostamento, intendendo conservate le proprietà delFordinario calcolo alge- 
brico (tranne, per necessità, la proprietà commatativa della moltiplicazióne), si 
ottiene 

vale a dire che la candenscuiione e la doppia rotazione del mezzo sono rispetti- 
vamente la parte scalare e la parte vettoriale di Vui. Quando invece l'operatore 
V si applica ad uno scalare, si può soltanto dire che il quadrato del modulo del 
risultato è precisamente aguale al parametro differenziale del primo ordine dello 
scalare stesso, cioè |VP=A. Ripetendo ancora sul primo risultato Toperazione V 
si ottiene 

e ciò resta vero, manifestamente, quando si opera sopra un vettore, di guisa che 
il parametro differenziale secondo non è, a prescindere dal segno, che il risultato 
di due operazioni V» applicate successivamente. Qui è utile segnalare la sempli- 
cità grandissima che assumono i problemi di elasticità quando si fa uso dei sim- 
boli testò definiti. Le tre equazioni indefinite dell'equilibrio elastico nei mezzi 

isotropi (IV, § 5) si riassumono neirnnica 3^== Vqp, dove ^ è il vettore rap- 
presentativo della forza di massa, cioè iX -{-jT'\- kZ , e cp rappresenta il qua- 
ternione — AQ-\'B^, leggiera modificazione di Vui. Del resto, Fintroduzione 
del vettore Q = iU-\-jV-\-hW, considerato nel cap. XII (§§ 4, 5), permette di 

scrivere, innanzi tutto, VQ=4Tr<p, e finalmente V'Ì2=4tr^. Così è resa ma- 
nifesta la possibilità di ridurre sempre le quistioni di elasticità al problema di 
Dirichlet. Queste considerevoli semplificazioni non devono recar meraviglia quando 
si rifietta che « spesso in Fisica, per ragionare, non per calcolare, è desiderabile 
evitare Tesplicita introduzione delle coordinate cartesiane, ed è vantaggioso fis- 
sare Tattenzione sopra un punto dello spazio, preso in sé, non sulle sue tre coor- 
dinate, come sulla grandezza e la direzione d'una forza invece che sulle sue tre 
componenti. Questo modo di considerare le questioni geometriche e fisiche è più 
naturale dell'altro, e si presenta primo alla mente; nondimeno le idee che ne 
derivano non ebbero il loro completo sviluppo fino al giorno in cui Hamilton fece 
un secondo grande passo nello studio dello spazio mercè l'invenzione del calcolo 
dei quaternioni » (*). 

5. Espressione di A 7 In coordinate curvilinee. Si ha 

òxi òqi òxi ' dga da?» '^ òqs àxi' ^ > - > ; 



v(*) Cosi ti osprime Mahwbll nei preliminari (g 10) del suo immortale « Trattato di eia- 
sticUà e magnetismo ». Qui non so astenermi dal consigliare anche Finterà lettura di questi 
preziosi preliminari. 
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Quindi, elevando al quadrato e sommando, e tenendo conto deU*or- 
togonalità delle superficie coordinate e della formola (3) del prece- 
dente capitolo, 

^v=^i^Y+-^i^Y+-^i^y (3) 

^^ qA Ò?J ^ ft« l òqj ^ ft« l òqs) ' ^ ^ 

6. Espressione di AT in ceordlnate curvilinee. Prima 
trattiamo il caso particolare V=q^. Dalla formola (4) del prece- 
dente capitolo si deduce 

-^=:^_A._L I JL_1_Ì2L • 
òx/ òqi òxj Qt^'^ Qi^ dxj òqt ' 

poi, facendo J = 1 , 2, 3 e sommando, 

^'^ òqi Qi' ^ Qi' Zj ÒXi òqr 

3 

Ora, osservando la predetta formola (4) ed invertendo l'ordine di 
certe differenziazioni, si ha 

ò àXj ÒQi ^ dXj I òga ò àxj 1 ògs ò àxj 

òxj òqt 5^ dji òqi "*" da?; d^a dg< ' óre, ò^a dg< 

_2_ òiEj d ÒJgy , 1 òxj d òa:^ j 1_ òxj ^ òxj 

~^Q? d^r Mi ^ ft* "òffa "ò^^ e7^'d^ "ò^" 

Ne segue, sommando, 

V* _ò__ òxj^ l I dXj è àXj I òa?a ^ òa;a i òa?8 ò àxs \ 

j 1_ / drcj d ^a?! I da^a ò ^^% _i da?3 _d_ J^^\ 

ft* '"d^^^ ^^^ ^^^/ 

j 1 / òa?t ^ òa?j . daga ò da;a i hx^ ^ òa?3 \ 

Intanto, se si tiene presente la definizione di Qk {form. 2 del cap. pre- 
cedente), si ha 



ò^k dg', ò^k "^ ò^k 09'i òs'fc "^ òqic òqt òqjc 2 dg, * — ^ 5^^. • 
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Dunque 

Là ÒXi òii ~Qi 03, ^ft da, ^Q, dq, ~ dqi '"»'^i«««3 . 

J 

e conseguentemente 

^* òqi Qi^^ Qi^ òqi vl Ò3^, ft'^ ft* Ò^J V d«, Q^ ^ ^ 

7. Passiamo al caso generale. Si ha 



I— Y IL .^ '^L 4. V M A IZ 



Quindi, facendo ^=1,2,3 e sommando, 

ìLj oQ'i ìLj \ oajj OiTj og'i ' òx^ òx^ àq^ àx^ 0X2 òqi j 

i i 

L'espressione sottoposta al secondo segno sommatorio si può anche 
scrivere cosi: 

1 /òa?i ò ÒF . òa?a ò ÒF * òx^ ò òF\ 1 ò ÒF 
)i^ \ òqt drCi òq^ ' Ò3', darg d^^ - òqi òx^ òqi ) ~~ ft* ds'^ dg', ' 



Q 

Dunque 



'^•--li^-^'+òw)' <^> 



poi, in virtù di (4), 

A«F — i-V( dV à V , V Ò'F\_ 1 V» d / V ÒF\ 

t i 

cioè 

^2y^ 1 rò/ft93ÒF\. ò/93ft^F\. ò/ftft^Fn 
ftftftLdg'il ft dg'i/ "Cos'ai ft òg'J ' òggi ft djg/J * 

È questa l'importantissima formala di Lamé (*). 



(*) « LeQons ... », S XIY. La dimostrasioae qui data non differisce, in sostanza, da quella 
che Lamé stesso ha svolto nei gg XII, XIII, XIV delle sae < Legons ». Una formola più 
generale, relativa al caso di n variabili, si trova nella Teorica dei determinanti (p. 93) 
del Prof. Brioschi. 
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8. Applichiamola al sistema delle coardincUe polari. In questo sutema si ha 

una famiglia di sfere concentriche, ana fiuniglia di 
coni di rotazione, col vertice nel centro delle sfere 
e Tasse cornane, e finalmente on fìisdo di piani col 
medesimo asse. I parametri sono il raggio r di cia- 
schedxma sfera, Pangolo che le generatrici d'nno 
stesso cono ftmno con Tasse di rotazione, e Tangolo 
\^ di ciascun piano con nn piano fisso. In ogni ponto 
incrociansi ad angoli retti on raggio, un meri- 
diano, nn paraXkìo, Lnngo queste linee, che sono 
le linee coordinate, gli elementi lineari sono dr, 
rdd, rsenO^iqi. D*altra parte si sa che questi ele- 




menti sono espressi da Q^dr , Q^dè , Q^d\^. Dunque 

Gi = l . Qt = r , Corsene , v 
e la formola di Lamé diventa 



r'senS 



^•^-m-'i)+à 



sene de 



sene 



ÒV\ , 1 Ò'F ] 
de/"^sen«e dMi«J* 



9. Seconda dimostrazione (*)• La formola dì Lamé si presenta in 
modo abbastanza semplice quando si cerca di stabilire Tequazione 
generale della teoria del calore in coordinate curvilinee. Rappre- 
sentiamo con V la temperatura nei diversi punti d*un mezzo omo- 
geneo ed isotropo, e cerchiamo di esprimere la quantità di calore 
che, durante il tempo dt, attraversa un elemento piano ds. Pren- 
diamo un elemento infinitamente vicino e parallelo al primo, alla 
temperatura V-j-dV, ed immaginiamo cosi formato un muro di 

spessore infinitesimo dn. È noto (**) che la diffe- 
" renza V — (V-}-dV) delle temperature sulle due 
facce del muro, divisa per lo spessore e molti- 
plicata per un coefficiente e, detto coefficiente 
di conditcibUità calorifica, dà la quantità di calore che passa du- 
rante Tunità di tempo per Tunità di superficie. Dunque il flusso di 
calore che attraversa ds durante il tempo dt è 

cdsdt -^ — -=^ — c-r-dsdt. 

dn dn 




(*) Anche dovuta a Lamé : « Legont ... », g XVI. 

(••) Vedi, per esempio, ìkuw^ « Court ds physique », 2*"* 6d., t. II, p. 335. 



— 173 — 

Ciò premesso, si consideri il parallelepipedo costruito sugli elementi 
lineari d(yi=Qfdqi, (^=1,2,3). Esso riceve, attraverso la faccia dSi, 

e òV 

una quantità di calore espressa da — 75- -r — dSidt, e perde, at- 
traverso la faccia opposta, la quantità 

dimodoché resta nelVelemento di spazio la quantità di calore 

La quantità totale di calore che l'elemento dS acquista nel tempo 
dt è dunque 

i)*altra parte è noto che questa quantità di calore dev'essere pro- 
porzionale all'elevazione di temperatura, -^dt, edalla massa pdS, 

e che il coefficiente di proporzionalità è il calorico specifico C. 
Dunque l'espressione (6) equivale a 

òV 

C^pdSdt. 

Co 
Dal paragone risulta, chiamando h la costante —, 



W A / ^ àv\_ ÒV 



Il secondo membro, in forza del suo significato fisico, non può di- 
pendere dal sistema di coordinate prescelto. Dunque il primo membro 
conserva inalterato il proprio valore quando si specializza il sistema 
di coordinate. Nel caso delle coordinate cartesiane esso diventa A* V 
perchè si ha qi=zXi, 0» = 1 , V = 1. Resta così dimostrata la for- 
mola di Lamé, e nel tempo stesso si vede che la propagazione del 
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calore nei mezzi omogenei ed isotropi è regolata idXY equazione di 

Fourier ù}V=zk-^. In particolare si osservi che, se un corpo è in 

equilibrio di temperatura, dev'essere soddisfatta l'equazione A*F=0 
{equazione di O Laplace), in tutti i suoi punti. 

10. TrasfoPHiaclone di inteopall« Sia V una fanzione finita, con- 
tmua ed aniforme, e si consideri Tintegrale triplo 

rhVdS 

J dgi V * 

Per una linea ^i conduciamo le saperficie <ifi e g^ , e consideriamo le dae super- 

yr fiele infinitamente vicine, S[i + <^2 ® 28 + ^«- 

^ Queste quattro superficie staccano dallo spazio un 

% • — ^ ù/—"^^^^^ ) camaktto. Scomponiamo il corpo in una infinità di 

simili canaletti, che supporremo percorsi nel senso 
in cui si computano le gi, e distinguiamo con ìn- 
dici ed 1 rispettivamente tutto ciò che sì rife- 
risce ai punti dì entrata e di iMcita dei canaletti sulla superficie del corpo. Ciò 
premesso, Tintegrale considerato si può scrivere così 

Ciascun canaletto stacca dalla superficie un elemento d3Q o dsx , la cui proiezione 
sul piano tangente alla superficie q^, nel punto che si considera, dà la sezione 
retta del canaletto, cioè un rettangolo che ha per dimensioni Q^dq^, Qsdq^* 
Siccome Tangolo della linea qx con la normale alla superficie del corpo è acuto 
airentrata, ottuso airuscita, si ha 

QiQ9^i^$=^^o^^(^y^i) all*entrata , QsQ3(22|dg,=3s— c29jCos(ni,gi) airnscìta, 

e però 

11 Vidq^dqs — j 1 V^dq^dq^ 

___ C Vjcos (n^qx) f Focos(nogi) ^^ _ C Vc^^nq^ 

Dunque 

CdVdS f/^Tr / N* 

In questa formola è inclusa la (9) del cap. I. 



(*) « Méeanique ciUBte » (llv. UI, XI). 



— 175 — 

11. Terza dimostrazione (*). La trasformazione (7) ci mette in 
grado di esporre un'altra bella dimostrazione della formola di Lamé. 
Si consideri Tintegrale 



=1 



A V. dS , 



e vi si faccia variare V. In virtù di (3) si può scrivere 

~J [«.' \àq, / "^ ft' l dgj ■+■ e,» l òqj J V ' 

poi, prendendo le variazioni ed integrando per parti, 

^ hj— f / ^ àv òbv , V òrdfey , V òv dhr\ds 









Adoperando (7) si riconosce che il primo integrale si trasforma in 

r rfF 

cioè in — ìbV.'T-ds. Dunque 



dS 
V 



In particolare, prendendo coordinate cartesiane, 



^5y=-.jòr^^-jòF.A*F. 



rf^ 



(*) DoTQta a Jacobi (2o voi. della « Math. Werhe »). 
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Eguagliando le due espressioni di ò/, ed osservando che le b F re- 
lative ai diversi punti del corpo sono completamente indipendenti 
le une dalle altre, si vede che dev'essere vera in ogni punto dello 
spazio la formola di Lamé. 



XX. SISTEMI ISOTERMI. 



1. Superf Iole di llvollOp equipetenxiallp Uotermep Isosta- 
tlohe. Benché non tutto ciò che siamo per esporre abbia impor- 
tanza diretta nella teoria della elasticità, crediamo sommamente 
utile parlarne, sia per dare maggiore evidenza alla teoria delle 
coordinate curvilinee, sia per mettere in luce i legami esistenti fi:*a 
i diversi rami della Fisica matematica. In tutte le teorie matema- 
tiche dei fenomeni naturali si è condotti alla nozione d'una certa 
funzione, ed allo studio delle superficie su cui questa funzione resta 
costante : sono esse le superficie di livello nell'idrostatica, le super- 
ficie equipotenziali nella teoria dell'attrazione universale, le super- 
ficie isoterme nella teoria del calore. Dal punto di vista geometrico 
non si hanno differenze essenziali fra tutte queste famiglie di su- 
perficie. Ci basterà dunque parlare delle superficie isoterme. 

2. Se un corpo è in equilibrio di temperatura, esso sì può con- 
siderare come il luogo geometrico d'una infinità dì superficie, su 
ciascuna delle quali è costante la temperatura 7. Se ^ è il para- 
metro di questa famiglia di superficie, dette isoterme, V non può 
variare se non varia q, e però V è funzione soltanto di q. Quindi 
si ha, successivamente, 

ÒXi ^ dq ÒXi ' ÒXi^~ dq ÒXi* '^ dq* \ ÒXi ) ' ^*~"^' "^^ "^^ 

poi, sommando, 



A*r=fA«« + ^A,. 
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Abbiamo visto che per l'equilibrio di temperatura deve essere 
A'F=0. Ne segue 

dq 

Se si osserva che il secondo membro è funzione della sola q si ar- 
riva alla seguente conclusione: Perchè una famiglia di superfìcie, 
di parametro q, sia isoterma, è necessario che il rapporto dei 
paramjetri differenziaU di q sia funzione di q soltanto (*). Questa 
condizione è anche sufficiente. Infatti, supponendo che si sia tro- 
vato il rapporto dei parametri differenziali di q espresso da <p(^), 
cerchiamo di determinare F. L'equazione (1) diventa 

d , dV . . 

e se ne deduce, con due integrazioni successive, F=\T-f-^, con 
\ e ^ costanti arbitrarie, e 

La funzione t dipende da q soltanto. Si può dunque assumerla come 
parametro della famiglia di superficie^ distinguendola da q col nome 
di parametro termometrico, poiché verifica l'equazione delle tem- 
perature stazionarie A't = 0. Si osservi che l'adozione del para- 
metro termometrico introduce semplificazioni notevoli nei calcoli in 
coordinate curvilinee. In particolare, se ^i , ^^ » ^s '^ono i parametri 
termometrici d'una triplice famiglia di superficie coordinate, la for- 
mola di Lamé diventa 

Basta, per accertarsene, supporre A*^<:=0 nella formola (5) del 
precedente capitolo. 

(*) Proposizione importante, doyata a Lkmé: « Leeoni », §S XX, XXI. 

Cbsàro, Teoria delV Elasticità 12 
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8. È utile conoscere alcune famiglie di saperficie isoterme. In primo luogo 
facciamo osservare che le famiglie costituenti il sistema delle coordinate polari 
sono tutte isoterme. Infatti per le sfere concentriche si ha x^* -\- x^* -^- x^* == r* ; 
quindi 

òr Xi ÒV 1 iCt» A 1 Al 2 AV 2 

da;» r òxi^ r r^ r ' Ar r 

Se poi si vuole il parametro termometrico, si ha 

<p(r) = Ì . j<p(r)rfr = 21ogr , je-f*'"*^ = j J= 7 . 

e si può prendere t= — . Con ciò si può conoscere la distribuzione della tem- 

f 

peratura in un involucro sferico le cui superficie terminali siano mantenute a 

temperature costanti V^ e Vi. Si ha infatti F= — |-|li, e le costanti X e im 

f 

si determinano mediante le equazioni — |- |li = Fq , — [-|ii=Fi . In modo ana- 

fo r, 

logo si dimostra Tisotermìa delle famiglie di coni e di piani, i cui parametri 
termometrici sono rispettivamente logtg^r e i|i. 

4. Tre interessanti famiglie di superficie isoterme sono poi fornite dalle super- 
ficie omofocali del secondo ordine. Queste sono rappresentate dairequazione 

in cui si deve supporre ai = 0, 02 = 6, 03 = 0. Si hanno cKwsoii» per q supe- 
riore a ò e c; iperboloidi ad una falda per g compreso fra ò e e; ipei^boloidi 
a due falde per q inferiore a 6 e e. Si hanno dunque tre famiglie di superficie, 
ed è noto dalla Geometria analitica che queste famiglie sono fra loro ortogonali 
due a due. Ora dimostreremo, mediante la regola di Lamé, che una qualunque 
di queste famiglie è isoterma. Derivando parzialmente (2) e ponendo 

(2" - a,«)« ^ {q' - 0,7 ^ iq' - 013')^ ' 



81 ottiene 



7^ = ^«è' (.•=1.2.3) (3) 



poi, quadrando e sommando, 

1 



Aq = 



Mq 



t • 



— 179 — 
Similmente si ottiene, dopo una nnova derivazione, 

Ora, ponendo 

(«' - V)' "^ (2» - ««V "^ («» - a,')» • 
si ha 

Ò3f_ 2a^ .^ dq 

òxi "" (2« — any ^ òxi ' 

e però 

» % 

Del resto, in virtù di (8), 

^òq_ 

i i 

Per conseguenza 

V / 2xi , ÒJIf \ òq ^N .^.. ^ 

« 

e Tegnaglianza (4) diventa 

gf' — Oi* ' 2* — Of 2—08 2 



Dunque, finalmente. 



^=^+^='p(«)! «~- 



5. Molto interessanti, anche dal punto di vista della pura Analisi, sono le 
famiglie di superficie coordinate, costituite come segue: una &miglia di piani 
paralleli, e due famiglie di cilindri perpendicolari a questi piani ed ortogonali 
fra loro. Vogliamo dimostrare che, se una famiglia di cilindri è isoterma, anche 
la famiglia ortogonale alla prima è isoterma. Qui si ha Q, sa I , mentre Qi e 
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Qs sono fonzioni ài qi e qf, xatL non di ^s^ai^. È noto (cap» XVII, form. 3; 
cap. XYIII, form. 4) ohe 



poi 



cioè 



A^ 1 A* 1 d V 



Per consegaenza 






"Ò2a Affi "^"Sgi Aq^ 



Se la famiglia ^i è isoterma, la regola di Lamé (§ 2) ci dice che ^* non di- 

pende da ^g, e Tnltima equazione fa yedere che, in tal caso, -^^ non dipende 

da qi . Dnnqae la famiglia q^ è isoterma. Se per ^i e ^^ si prendono i parametri 

termometrici, le formolo (5) mostrano che ^ è costante. È chiaro che nn pa- 

rametro termometrico si può sempre moltiplicare per nna costante, senza che 
perda la sua proprietà caratteristica. Allora, in virtù d*ana nota formola {cap, XYII, 
form. 3)y la corrispondente funzione Q risalta moltiplicata per una costante. Si 

pnò dnnqae fare in modo che il rapporto —^ sia aguale all*anità. In tal caso, 

1 *' 

ponendo Qi = Qi=^-j-t la formola di Lamé assume la forma semplicissima 



i 



6. Si possono, costruire infinite coppie dì famiglie di cilindri iso termi ed orto- 
gonali, prendendo i parametri q^ e q^ uguali rispettivamente alla parte reale ed 

al coefficiente di y — 1 in una funzione della variabile complessa a?i + «j }/ — 1. 
È noto che si ha 

e si vede subito che A*qi=^0, A^q^ = 0, Ciò prova Tisotermìa delle due fa- 
miglie di cilindri, e mostra in pari tempo che $, e q^ sono appunto i parametri 
termometrici delle due famiglie. Inoltre si vede che 

òx^ da?i òx^ òx^ 
e questa è precisamente la condizione di ortogonalità. Inversamente è facile ve- 
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dere che la costrazione precedente fornisce tutte le possibili famiglie di cilindri 
isotermi ed ortogonali. Si è visto infatti che in tali famiglie si pnò sempre sup- 
porre Qi = Q^, cioè 



il \ÒXil \ÒX^j \ÒXil 



òx. 
oyyero 

da:, 
D'altra parte si ha, per esprìmere Tortogonalità, Tegnaglianza 

òxi òx^ da?2 òsCji 

Moltiplicando qaesta per 2]/ — 1, sommando con Peguaglianza precedente ed 
estraendo la radice quadrata, si ottiene 

da?j "^ da;, — \ òx^ òx^ J ' 

cioè, simultaneamente, 

da?i da?2 dx^ òxi 



Dunque qi-\-q%V—l è funzione di aJi + ajjV — 1. 

7. « Se l'idrostatica e la teoria del potenziale hanno introdotto 
le famiglie di superficie di livello o equipotenziali, la teoria del ca- 
lore quelle di superficie isoterme, è la teoria matematica dell'equi- 
librio di elasticità nei corpi solidi che ha dato luogo alla conside- 
razione di tre famiglie conjugate ed ortogonali. Risulta infatti da 
questa teoria che in ogni punto d'un solido in equilibrio di elasti- 
cità esistono sempre tre elementi piani ortogonali, sollecitati nor- 
malmente dalle forze elastiche. Se dunque si considerano contem- 
poraneamente queste teme di elementi in tutti i punti del corpo, 
variando in modo continuo le loro posizioni, esse formeranno (*) tre 



(*) Disgraiiatamente queste superficie non esistono, in generale; poiché se, in un piano, 
una coppia di direzioni ortogonali, definita per ogni punto, può sempre considerarsi come 
quella delle tangenti, in questo punto, alle due linee d*un sistema doppio ortogonale, nello 
spasio invece non ha luogo Tanaloga proprietà per una terna ortogonale di elementi piani, 
pure defluita in ogni punto. WBUtaABTBN^ in una Memoria « Zur Thwrie dar Uottatitchen 
Flaehen » {GiomaU di CralU^ 1881, p. 18), ha fatto la ricerca delle condisioni restrittive 
sotto le quali si verifica resistenza d'un sistema isostatico. La questione si può anche trat- 
tare mediante le « FormoU per lo ttudio delle linee e delle euperficie ortogonali » svi- 
luppate dal Prof. BELTRA.MI nei Rendiconti delVIetituto lombardo (1872, p. 474). 
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famiglie di superficie ortogonali, costituenti ciò che si chiama un si- 
stema isostaticOy e dotate della proprietà fondamentale di essere le 
sole superficie sollecitate normalmente dalle forze elastiche... Si 
capisce che ogni sistema ortogonale può diventare occasionalmente 
ìsostatico, quando quelle sue superficie che formano le pareti del 
solido subiscono pressioni normali : basta che i segni e le intensità 
di queste pressioni variino convenientemente da un punto airaltro 
della superficie. La proprietà di essere isostatica è dunque di jia- 
tura ben diversa da quella di essere isoterma, che appartiene sol- 
tanto a certe famiglie di superficie. Ma la vera proprietà fondamen- 
tale di (^i sistema isostatico è la riunione obbligata di tre famiglie 
di superficie e la loro ortogonalità necessaria. È da questa proprietà, 
così nettamente caratterizzata, che è sorta Tidea delle coordinate 
curvilinee... L*uso di queste è indispensabile quando si vogliano 
trattare corpi di determinate forme nei varii rami della Fisica ma- 
tematica, nei quali, infatti, si tratta sempre d'integrare, vale a dire 
di determinare una o più funzioni che debbono verificare una o 
più equazioni alle derivate parziali seconde, esprimenti le leggi 
fisiche cui obbediscono le funzioni stesse. Ed inoltre queste funzioni 
i loro integrali generali debbono verificare altre equazioni alle 
derivate parziali prime per tutti i punti della superficie del corpo 
che si considera. Ora questo problema di doppia integrazione sa- 
rebbe completamente inaccessibile se non si pervenisse a riferire i 
punti del corpo ad un sistema di coordinate tali che la superficie 
sia rappresentata uguagliando ad una costante una delle coordi- 
nate Se ridea delle coordinate curvilinee è venuta dalla teoria 

matematica dell'elasticità, è anche in questa teoria che il nuovo 
strumento conduce alle leggi più complete ed incontra il maggior 
numero di applicazioni. Le equazioni dell'elasticità, trasformate me- 
diante i diversi parametri del sistema ortogonale, si presentano sotto 
la forma che meglio si presta alle integrazioni ... I sistemi di coor- 
dinate caratterizzano le fasi o le tappe della Scienza. Senza l'in- 
venzione delle coordinate rettilinee l'Algebra sarebbe forse ancora 
al punto in cui la lasciarono Diofante ed i suoi commentatori, e non 
avremmo né il Calcolo infinitesimale né la Meccanica analitica. 
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Senza l'introdazione delle coordinate sferiche la Meccanica celeste 
sarebbe stata assolutamente impossibile. Senza le coordinate ellit- 
tiche, illustri Geometri non avrebbero potuto risolvere parecchie 
questioni importanti di questa teorìa, che restavano sospese ; ed il 
regno di questo terzo genere di coordinate speciali comincia appena. 
Ma quando esso avrà trasformate e completate tutte le soluzioni 
della Meccanica celeste, bisognerà occuparsi seriamente della Fisica 
matematica o della Meccanica terrestre. Allora verrà necessaria- 
mente il regno delle coordinate curvilinee qualunque, che sole po- 
tranno trattare le nuove questioni in tutta la loro generalità » ("). 



XXI. EQUAZIONI GENERALI DELL'ELASTICITÀ 
IN COORDINATE CURVILINEE D. 



1. Abbiamo visto che Telemento lineare è dato, in coordinate 
curvilinee ortogonali, dalla formola 

da^ = Q.^dq* + Q,'dq^^ + Q,^dq,K 

Ne segue, facendo variare la posizione di ciascun punto, 

dahdx5=Q^^dqfidq, + Q^^dq^bdq^ + Q^^dq^^dq^ 
+ 0,Ò0, . dq,^ + 0,Ò0, . dq^^ + O3ÒO3 . dq^\ 

Se a^ , a, , a^ sono i coseni direttori deirelemento si ha 



(*) Lamé: « Lecom tur Uà eoord. eurviligf%$s ». Discoart préliminaire, e ggCXLVIII, OC. 
(••) Vedi negli Annaii di Matematica (1881) la Manoria del Prof. Bbltbami : SulU 
equazioni generali delV elasticità. 
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e Ineguaglianza precedente si può scrivere cosi : 

« 

da ^*^* do ^®«^« d<3 ^"3^3 ^ Tdi Q,^^^^^^^^' 
Ora si osservi che 



bd,,=e«6,, = ^d4. + "^^g, + ^d«.. 



Quindi 



(2a 






Per conseguenza, se si pone 



VA _d&£3 1 ^ v„, __ft db£t , ft dòft 



si ottiene 
hda 



da 



=a4*ò9i-faj*ò9j-(-a3*òe3+aja8Òuii+a3aiòuj,+a4agòuJ3. (2) 



2. Equazioni generali. Prendiamo il corpo già deformato ed 
equilibrato sotto l'azione delle forze di massa (F^dS, F^dS, F^dS), 
delle pressioni in superficie ((p^ds, (p^el^, cps^)» ^ ^^^^ ^^^^^^ ^^~ 
terne. Immaginiamo, intorno a questa posizione di equilibrio, un 
moto virtuale, che conduca ciascun punto {q^ , q^ , q^) nella posi- 
zione (0^1+0^4, g'a + òg, , Q^s+ò^a), essendo arbitrarie per ogni 
punto le variazioni bq^ , ò^^ , 0^3. Il lavoro delle forze esterne è, 
per ciascun punto del corpo. 
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per unità di volume, e per ciascun punto della superficie 

per unità di superficie. Quanto al lavoro delle forze interne, esso 
è unicamente dovuto all'alterazione delle distanze relative dei punti 
del corpo, e però dipende, in virtù di (2), dalle variazioni ÒGi, 09,, 
ÒGs , biUi , buig , òiWg . Poiché queste sono piccolissime per ipotesi, il 
detto lavoro, computato in ogni punto per unità di srolume, sarà 
rappresentato da un'espressione 

in cui le 6 e le n sono certe funzioni di ^1,^9,^3. L'applicazione 
del principio di Lagrangia conduce dunque all'eguaglianza 

I (Qi^i^^i + Q^PtM^ + «3^8 ^«3) ^^ + j (Qi^M, + Q^^^bq^ + Q^^M^) ^ 

+ j (©i^^i + %b^t + . . . + Q3^^3) dS = 0. (3) 

Cerchiamo ora di svincolare, col solito processo, le variazioni hq^ , 
bqt, b^8 ^^^ \j&i^zo integrale, in modo da farle comparire esplicita- 
mente, come nei primi due integrali. Si ha, ricordando (1), 

Integrando per parti, ed utilizzando una nota (XIX, § 10) trasfor- 
mazione, si riconosce che il primo integrale equivale a 

= — J Qj 0, cos («« J bg, (te — J bg-i -^ — . 



Similmente 
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Ora si ha 



\dS 



=-ja.a,CM(n4.)t«,<fc-|6s,5^|!5l|. 
Per conseguenza 

Il lavoro delle forze interne si compone dunque di tre parti ana- 
loghe alla seguente: 

— QiQ ^cos (nq i)bq ^ds — \[QtC0s(nq^)hq2 + Q3COs(nq2)bq^]Q^ds . 

Sostituendo in (3), ed eguagliando a zero separatamente i moltipli- 
catori di bq^ , bq^ , bq^ , prima negli integrali di spazio, poi in quelli 
di superficie, si ottengono le eqicazioni indefinite 

1 / óve, ÒQ,*Q,Q, òQ^^Q^QA I 9, ÒQ, . 9^ òft ■ e, òg, 

r^' ' vi dgi "^ òq% "^ 023 / l Qi òqi "^ Q% òqi "^ «3 òqi . 

^A\L x^- ^ l àQ^Q.Q, , ÒV9a , òft^O>Qi \ / 9> Ò0> . 9, òg, . 6» dft\ 

W W«^2 - ^ ^ ^^^ -h ^^^ ^023/1 «i òg» "^ ft d(?a ^ O3 dft / 

o P -^ W ^^3^^»^» . àQ.^Qi^, òve3 \ / e> òft . 9^ òft 83 (^ft) 

^^' ' vi Ò3i "^ d2a "^ 0^3 / l Ci 023 "^ ft ò2j "^ «3 òq, I 

e le ^gt^z^òn/ ai limiti 

qp^ = 0icos(n^j) + OgCosCn^J + Q2COs(ng'3) 

(5) l (p, = Q3COs(ng,) + e2Cos(ng,) + Q,cos(ng3) 

qpg == QgCosCn^? J -f Q4Cos(n^,) + Q^cosinq^) 
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Veramente, perchè queste relazioni siano le equazioni delTequi- 
libriOj che debbono servire a determinare la nuova forma del corpo 
e la nuova distribuzione delle azioni interne, è necessario che q^, 
<l% > Q.% rappresentino le coordinate dei punti nelle loro posizioni na- 
turali, e non le coordinate incognite che i punti acquistano per 
effetto della deformazione. Per avere le equazioni dell'equilibrio, 
se con ^4 , gj , ^3 indichiamo le coordinate iniziali, e con ^i + k^ , 
Qt + ^%i ^3 + Kg le coordinate dopo la deformazione, dimodoché gli 
spostamenti siano Q^Kì, O^k,, O3K3, bisogna nelle 0, nelle 6, nelle Q 
delle equazioni (4) e (5) sostituire le Q'+k alle q. Tale sostituzione 
altro non produce che un'addizione di termini, trascurabili rispetto 
a quelli già scritti, se, come si suppone, le k sono trascurabili ri- 
spetto alle q. Dunque le equazioni (4) e (5) sono le equazioni del- 
Tequilibrio, purché si attribuisca alle q il loro nuovo significato, 
che sarà conservato d'ora innanzi. 

3. Osservazioni 1 II significato delle 6 e delle Q risulta subito 
dalle equazioni (5). Queste sono evidentemente applicabili ad una 
superficie qualunque, interna al corpo, purché f^i 
si sopprima una porzione del corpo, situata da 
una stessa parte della superficie, e ad essa si 
sostituisca il sistema delle pressioni che la por- 
zione stessa esercita sull'altra porzione. In par- 
ticolare, se con jPi rappresentiamo la pressione 
unitaria in un punto qualunque d'una superficie * 
^1» sopprimendo quella parte del corpo in cui crescono le q^ (quando 
ci si allontana dalla superficie), si ha 

cos(ng J = — 1 , cos(ng',) =iQOs{nq^ =0 , 

e le formolo (5) danno p^^ = — ©i . l>ij = — ^3 » l>i3 = — ^2 • Ripe- 
tendo tutto ciò per le altre superficie coordinate si vede che 

— Pii = Qi » — 1?82=02 » — Ì?38 = 03; 
— VlZ = -'Pz% = ^i » —Pzi = —PiZ = ^% » — Pl2=— Pll — Ss- 

Dunque le 6 rappresentano le tensioni unitarie che si sviluppano 
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normalmente alle superficie coordinate, e le Q quelle che si svi- 
luppano tangenzialmente alle superficie stesse. Queste 6 e queste Q 
sono le incognite del problema; si tratta di integrare le equazioni (4) 
in modo che siano soddisfatte le (5) alla superficie del corpo. Ab- 
biamo dunque tre equazioni per determinare sei funzioni ; ma dob- 
biamo osservare che il concetto di elasticità non è stato ancora 
introdotto. 

4. Prima di andare oltre è interessante profittare delle ultime osservazioni per 
vedere quale eleganza di forma conferisca la relazione (7) del eap. XY!!! a certi 
risultati dell'Analisi. Per dimostrare la Ugge detta da Lamé dei sistemi isostar 
tici immaginiamo che in un corpo, soggetto alle sole pressioni esteme, esista 
un sistema isostatico, i cui parametri si prendano per coordinate. In tal caso 
(cap. XX, § 7) sono nulle, per ogni punto del corpo, le pressioni tangenziali Q, , 
S2a, Q3, e le formole (4) diventano 

1 òv9< _ e, òQi . e, òQt . e, òq, ,._. „ „, 

II primo membro equivale a 

di, "•" V òii di, "*" 'le, òq, "^ Qt òi, "^ Q, òi, I ' 

Per consegnensa, adoperando la citata relazione (7), 

dei 0, — 0i , 0, — Oi , e, — Gì 

^ = ~7^ + ~t;^ + ~^^ ■ 

Quindi, fìkcendo » =» 1 , 2 , 3 , si ottengono, tra le forze elastiche principali, le 
relazioni seguenti, segnalate da Lamé (*): 

001 0j — 01 j^ 03 — 01 

òoi ru ri3 

^08 _^ O3 — Q» I 01 — Oa 
daa r,3 r^i 

008 01 - 03 0, — 08 



^^3 ^81 ^ffll 

Queste relazioni costituiscono un complemento necessario della legge rappresen- 



(*) « Legom ... », § CXLIX. 
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tata dall'ellissoide di elasticitài poiché ci dicono come yariano gli assi deirellis- 
soide quando si passa da nn ponto qualunque ad un ponto infinitamente vicino. 

5. Ritornando alle questioni del § 2 ammettiamo una volta per 
sempre che le q siano le coordinate iniziali, e le q-\-Y. siano le 
coordinate finali. I moti virtuali consisteranno nel passaggio dalle 
posizioni q-{-yi alle posizioni g+K+^((? + K)=^ + '€ + ^K, invece 
che nel passaggio dalle posizioni q alle posizioni q 4- hq. Perciò le 
hq del principio di questo capitolo sono ora rappresentate dalle òk. 
Ne segue che, se si pone 

queste e queste ui sono precisamente le e le ui delle formole (1), 
giacché facendo variare le k nelle (6), mentre, naturalmente, re- 
stano invariate le g e le funzioni che ne dipendono, sì ritrovano 
le formole (1) cambiando le òk in b^. Per avere poi il coefficiente 
di allungamento nella direzione (0^,0^,03), basterà immaginare 
ripetuto il calcolo che si è fatto per ottenere la formola (2), salvo 
che nelle formole (1) bisognerà intendere alle hq sostituite le k. In 
virtù di (6) ciò equivale a sostituire le e le uu alle bO ed alle 
bui. Per conseguenza, il coefficiente richiesto è 

e = e^a^' +- e^a^* + 6303* + iw^a^ae + ^^a^a^ + iDga^a, . (7) 

Quarè il significato delle 6 e delle ui ? Siano da^ , da^ , da^ le f)roje- 
zioni di d(5 sulle linee coordinate, dimodoché dai = aid(y. Se c^, e^, €3 
sono i valori di e lungo le tangenti alle linee coordinate, e si sup- 
pone che gli angoli del parallelepipedo costruito sugli spigoli dCi, 
do^fda^ diminuiscano di 11^,112,113, si ottiene, dopo la deformazione, 
un parallelepipedo obliquangolo, in cui la diagonale, gli spigoli, gli 

angoli sono (1 + e) da ^ (1 -(- ejda , . . . , ^ — ili » • • • Dunque si ha 

(1 + efda' ^ (1 + ej'rfa,» + (1 + e,)* rfa,« + (1 + €3)*rfa3* 
+ 2(l + €8)(14-e8)c?a,da3.cos(-^- — Tii) +• .. , 
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6 se ne deduce, dividendo per da* e trascurando infinitesimi di 
ordine superiore al primo, 

Cosi vediamo, paragonando con (7), che 6< = €», u)<=tiì, cioè le^ 
e le ui sono gli allungamenti unitarii degli spigoli e i decrescimenti 
degli angoli d*un elemento parallelepipedo, terminato da sei super- 
ficie coordinate. 

6. Ed ora introduciamo nelle equazioni deirequilibrio il concetto 
di elasticità. Questo, come si sa, si esprime scrivendo che il lavoro 
unitario elementare delle forze interne, cioè 

e^òe^ + e^òe, + . . . + Ss^ujg , 

è una variazione esatta rispetto alle quantità che definiscono la 
deformazione già avvenuta. Se poniamo, per brevità, 

le forraole (6) si possono scrivere cosi : 



(8){e,-K« + ^^— K.+ — K.+ ^^^K,j . '".-^/« + ^/.. 

Sostituendo nell'espressione del lavoro si ottiene 

e>n=e.[.K..+i-(^.K,4-|^.K,+M6K3)]+...+«,(|-;6K..+m. 



ovvero 



Lj l<^i àgi Qa òq^ Qs dq^ J 

i 
^ÒK,.+^6K3, + 03ÒK3,. 
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Si vede che IT è necessariamente funzione delle k« e delle k^, e si 
deve avere 

ÒKi Q, òq, '^ Q, d^, "^ Q, òq, ' 

Paragonando fra loro i valori di Q^ si ottiene 

''*- 0, ÒK,3 - Qs ÒK3, - d(^K,3 + §K3,) " ^ ' ^'^''- 

Dunque le k,/ (/#=^*) non entrano in TT altrimenti che nelle com- 
binazioni ui. Inoltre, osservando la prima delle (8),. si può scri- 
vere 

* ÒKii Ò01 ' ÒK» C, dq^ ' 

Per conseguenza possiamo dare alla prima delle (9) la forma se- 
guente : 

ÒTT òTT òOi . òn òea ■ ÒTT òQ^ 

ÒKi de, ÒKi ' ÒBj ÒK,- "■ 008 ÒKi * 

Poiché le uj non contengono le kì, si vede che queste non possono 
entrare nelFespressione di n altrimenti che nelle combinazioni 9^, 
0j, 63. In riassunto, le dodici variabili 

da cui deve dipendere Tespressione di n, si aggruppano in questa 
espressione in modo che n comparisce come funzione soltanto delle 
sei quantità 9^, 9^, 93, ui^, ui,, u),. 

7. Portando gli ultimi risultati nelle equazioni deirequilibrio, 
queste non dipendono più che da tre funzioni, e si addicono cosi 
ai soli corpi elastici. Nella prima equazione indefinita Tultima pa- 
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rentesi si riduce subito a ^ — , mentre nella prima parentesi le 
fanzioni VG,, OgOt^Qj, 0,0,* Q» diventano 

Riduzioni analoghe si hanno nelle altre due equazioni. Le equa- 
zioni ai limiti subiscono lievi cambiamenti di forma, e si ottengono 
finalmente le equazioni dell'equilibrio elastico : 

^' '"" V VMxV ÒKat/"^ d^^r ÒKaJ^ d^sr dK33/J dK3 
Qi<Pi = ^1 "di^ co8(ngi) + Qa ^ ^K'Ht) + ^s ^ ^{nq^) 
Qjcp, = Qj -^ cos(fis'i) + Qa ^ co8(ngj) + ^s -5— cosCngr,) 

Qs<P3 = Qi "a?" co8(«2i) + Qs "ST- cosC^ffa) + Q3 ^-- cos(ng[3) 
0K3J 0K32 0K33 

Queste equazioni si possono scrivere succintamente come segue (*) : 

(10) Q^**=|-S4(^S)-1S-' Q^<p.=X'^^^"''<'^^)=^^'''''^ 

8. Espressione di 6 In coordinate curvilinee. Sappiamo 
che 6 è la somma dei coefficienti di allungamento secondo tre 
assi ortogonali qualunque. Ne segue, adoperando le formole (6), 



(*) Se invece delle K si mettono in evidenxa gli spostamenti Qk, si ottengono le equazioni 
dell^eqailibrio sotto la forma data loro da C. Nboma.nn nella Memoria « Zur TheorU dtr 
SlOMticitàt ». Il primo a tradarre in coordinate carTilinee le equasioni generali dell'elasti- 
cità ò stato Lamé. Vedi le « Legons sttr l§a coord. curvilignea », § CXLIV a % CXLVII. 
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L'espressione sottoposta al segno sommatorio equivale a 
Dunque 

9. Espressioni di %y Xt^% in coordinate curvilinee. 

Prendiamo per un istante come assi cartesiani le tangenti alle linee 
coordinate, e tracciamo nel piano delle ccy, intorno alForigine, una 

curva chiusa. È noto che Tintegrale J (luix -f- t7£?l/) 9 esteso a questa 

curva, si trasforma nell'integrale J[t- — T^)^» esteso all'area 

racchiusa nella curva stessa, ed è chiaro che, restringendo indefi- 
nitamente la curva intorno airorigine, si ha 

9- 

I 

poiché ^g è il valore di -^ — -r^ nel punto considerato. Ciò pre- 
messo, valutiamo il primo integrale in coordinate curvilinee. Si ha 
ds:=Q^Q^dq^dci^y e gli spostamenti UyV sono espressi da QiK^, 
OjKj, mentre dx^=^Q^diq^, dy = Q^dq^. Per conseguenza 

^3 = lim y j(Q,'K,dg, + Q^^dQ,) 



ovvero 



Cbsàro, Ttoria deWelastieità 18 



Dunque (*) 



"1 = 
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1 /d<?s»Ks d(?,«K, 



» QiQ%\ àq, dq^ )' 

10. Ora cerchiamo di vedere quale forma speciale assumono le 
equazioni deirequilibrio nel caso delFisotropia. Se si procedesse alla 
sostituzione diretta della particolare forma che ha TT nei corpi iso- 
tropi, i calcoli si complicherebbero molto, e tale complicazione, come 
ha osservato il prof. Beltrami, « non è un fatto meramente algo- 
ritmico, ma ha la sua radice nella natura {**) stessa dello spazio ». 
Si hanno invece notevoli semplificazioni se si ricorre ad una nota 
(cap. V, § 3) decomposizione del potenziale TT in due parti, una delle 
quali non influisce sulle equazioni indefinite. Di queste sole equa- 
zioni intendiamo qui occuparci, poiché la sostituzione delle 6 e 
delle Q nelle equazioni ai limiti non offre difficoltà. Sostituiamo 
dunque 

n, = - i [^e« + s (t; + ^1 -I- ^)] 

a TT, nelle equazioni indefinite, mettendo per 6 e per le X le espres- 
sioni (il) e (12). Invece di eseguire la sostituzione diretta, conviene 
meglio ri&re il calcolo che ci ha condotti alle equazioni generali. 
A questo scopo si consideri 

^ÒTl,dS=^^[AeòQ + B {%fi%^ + %bX^ + ^3Ò\)] dS . 
Prima si ha 



(*) Vedi il primo lavoro a\i]ì' idrodinamica razionale pubblicato dal Prof. Bbltbami nelle 
Memorie delV Accademia di Bologna (1871, pp. 463, 471). 
(**) Vedi il capitolo seguente. 
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L'integrale sottoposto al segno sommatorio equivale a 

Il primo integrale si trasforma in integrale di superficie, e negli 
altri due si trova — òk.— moltiplicato per 



^^-e-^=v 



de 



ò^i òqt òQi ' 

Per conseguenza 

/e5ed5=- J (II- fcK. + -^ bK, + Il bK.) d5 + integr. di 8up. 



Similmente 



dS 
V 



dS 
V 



ecc. Danque le equazioni indefinite per l'equilibrio elastico sono 

'■^«3 òq»'^QiQt\ dqt dqt ì 



Supponiamole integrate. Si conosceranno allora le k, e quindi si 



— 196 — 

potranno calcolare le 9 e le ui mediante le forinole di definizione. 
Poi le 6 e le Q saranno date dalle formolo 

e,=— ^6+25(63 + 8,) , Q.=-5u), , (14) 

63 = — ^6+25(0,4-83) , Q^ = — Bw^, 
che si ottengono derivando il potenziale unitario 
n=- i [^(8,+83+83)«+ 5(ai,«+ai3'+uis'-48383-4838,-48,8,)] . 

Finalmente, sostituendo le 6 e le Q nelle equazioni ai limiti, si 
determinano le costanti arbitrarie. 



U. Esempio* Assumiamo coordinate cilindriche, consideriamo cioè il sistema 

triplo ortogonale, costitnito come segne: cilindri 
di rotazione con Tasse comune Ox^; piani che 
passano per Ox^i piani perpendicolari ad Ox^, 
Parametri : gj = r , g, =3 i|i , q^ = g, E^menti li* 
neari coordinati : 

Qidq^^dr, Q^dq^^rd^, Qb^ì^^js. 

Dunque Qi== 1 , Q%=r, Qt=^l, V=r. Finalmente 
poniamo ki=u, «3=327, K8=sto, avvertendo che 
gli spostamenti sono Uyrv,w, Le formolo (11) e 
(12) danno 




__ 1 8(Mr) , òv òw 
^^ r òr ^ dv "^ ^- ' 



òz 



(15) 



^ r dv ÒB ^ òz òr ^ r \ òr dv/ 



e le equazioni (13) diventano 






dCj 1 d6| \ ^_ 



0^3 



ÒHI 



) 



d^ 



òr 
dui 



0, 



=0, 



òr') 



0. 



(17) 



— 
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Le e le ui sono date dalle formolo 




1 «.-^ . 


òv , 1 òw 
*Wi = r -v- + — V— 


»-^+7 . 


òw , òu 


ÒW 


1 dt* , òv 



(18) 



Finalmente le e le Q si hanno dalle formolo (14). 

13. Applioaaeione all'involucro ollindrioo. Siano: r^.pQ, raggio 
e pressione unitaria snlla superfìcie interna; ri , jpi, 
raggio e pressione sulla superficie esterna. Si sup- 
pongono nulle le forze di massa. Se le pressioni sono 
uniformemente distribuite in superficie si capisce 
che, per ragioni di simmetria, la deformazione sarà 
indipendente àsk \^ e da. si, cioè si avranno u, B, 

^1 , ecc., funzioni di r soltanto, mentre v e w ba- 
xsamo uguali a zero. Con ciò le ec^uazìoni (17) di- 
ventano 

dr ' dr * dr 

D^altra parte dalle (16) si ha %»0, %»0. P^wiò le ultime dveequasieni 
sono soddisfatte, e la prima diventa, in virtù di (15), 




d 11 dur\ 
dr\r dr j 



0. 



Se ne deduce, integrando, 



' r 



Per la determinazione di X'e ^ bisogna servirsi delle equazioni ai limiti; ma 
prima occorre calcolare le G e le Q, che sono date dalle formolo (14). Nel caso 
attuale le formole (18) danno 

du 



ei 



dr • 



= ^ ' e3=Uli = Ul8 = UJ3=sO, 
T 



e quindi si ha dalle (14) 



Q, = Q, = Q, = 0, 
(19)<J 0a = — ^0 + 2B^ = — t2X^ + 2B(x— ^j 



■2X(^-B)+?^ . 
.2X(^~B)-?^ 



03 = — ^0 + 2B f^ + ^j= — 2X^ + 4XB = — 2X(A — 2B). 
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Ciò premesso, le equazioni ai limiti diventano q)|^9|C08(nr), ipi=s<p^=:0. 
Sulla superficie interna (p^ss^p^, co8(nr)=3l. Salla saperficie estema (pis» — p^, 
ooe(nr)aB — 1. Dnnqne 



V '•i 



Se ne dedaoe 



^"" 2(4 — ^) ri« — V ' ^~ 2B n» — ro« ' 

Restano così completamente determinati gli spostamenti, la dilatazione nnitarìa, eoe. 
Finalmente le formolo (19) fiEiranno conoscere la distribuzione delle azioni inteme 
in ciascun punto del corpo. Per esempio, nel caso d*una cavità cilindrica indefi- 
nita, si ha X=sO, 2)iB=aporo*, e le formolo (19) danno 

r ' 

©1 = — ©8==Po"jjj 9 6s = 0' 

Ne segue che, considerando Tinfinità delle sezioni piane fatte nel corpo perpen- 
dicolarmente all'asse, queste si comportano come se fossero indipendenti le une 
dalle altre; ed in ogni sezione si sviluppano radialmente pressioni, e lateralmente 
tensioni, uguali per ogni punto in valore assoluto, e variabili da un punto al- 
l'altro in ragione inversa del quadrato del raggio. 

18. Teorema di Betti. Il teorema di Betti sussiste in coordi- 
nate curvilinee ortogonali. Gi^ non è evidente aprioriy perchè nel» 
caso delle coordinate curvilinee generali Torientazione delle terne 
di assi, rispetto a cui si computano gli spostamenti Ok, varia da 
punto a punto. Rappresentiamo con Qk' altri spostamenti, dovuti 
alle forze (F/, -F/, F^) , {(^\ , q)'^ , t^'^. Moltiplicando le equazioni 
(10) per ìiidS ed integrando si ottiene 



/ 



QiFii^idS 



■.f4i('i^)+i('a+4('a]f-/^-s«- 



Il primo integrale equivale a 



S[k ('''S +è (''•'£) +à("''' »S)]f 



-JV« 



OKii dK« dKa / 
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A sua volta il primo di questi integrali si trasforma in 

Dunque^ facendo ^=1,2,3 e sommando, 

% 

f / , ÒTT , , ÒTT , , , ÒTT , , ÒTT , i ^ àH \ ,^ 

Poiché TT è forma quadratica di k^ , Kj , Kg , k^^ , k^^ , K^g , . . . , K^g , Kgg , 
il secondo membro non varia quando si scambiano le k con le K^ 
Dunque 

f {Qi^i K i + QfF^^i + Q,F,K,)dS + [ (ftcp, K 1 + ftcpax'a + Qm^,)d8 
r r ^''^ 



14. Del precedente teorema si possono fare quelle stesse appli- 
cazioni che sono state date nel cap. VI ; ma tutto dipende dalla 
effettiva integrazione delle equazioni (8), in cui si possono supporre 
costanti le e le ui. Si ottengono cosi per le k^ espressioni che^ 
oltre le e le ui, contengono linearmente sei costanti arbitrarie, 
a^ , ^2 , • . . , a^. Quando le e le ui si pongono uguali a zero, le re- 
lative k', corrispondono all'ipotesi della rigidità, e però sono nulle 
le F' e le cp'. Quindi la formola (20) si riduce al primo membro 
uguale a zero. L'equazione cosi ottenuta si scinde poi, per Farbitrio 
che regna sulle a, in sei equazioni distinte, che sono le equazioni 
deirequilibrio rigido. Se invece si pongono uguali a zero le a, e si 
determinano le e le uj mediante le sei equazioni di primo grado 

e, = e,=e3=i , q,=:Q, = Q3=o, 
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le equazioni (4) e (5) danno 

Fi'=0 , (p'i = €X)8(nqi) ; (/ = i,2,3). 
Quindi il secondo membro di (20) diventa 

j [QlICiC08(ngJ + Q,IC,0O8(flSr,)+Q,1C,COB(ll^,)] d8 

Ne se^e, sostituendo in (20) ed osservando (11), 

Cosi resta determinata la dilatazione totale in qualunque deforma- 
zione. 

16. Es^mpiOa Nel caso delle coordinate cilindriche si debbono integrare le 
equazioni (18) sapponendo costanti le 6 e le ui. Distinguiamo le equazioni stesse 
mediante i loro primi membri. Derivando la (ui|) rispetto a ir ed r, successiva- 
mente, si ottiene 

^ = ^ = 

Quindi si vede che -=- è indipendente da xr, mentre -^=3 9|. Similmente -r — 

è indipendente da r, mentre -^^ =63. Dunque 

òz 

u^^QiT+zFM+Gi^v) , io=»e9ir + rU'(v)+r(Mi). (21) 

Sostituendo in (ui^) si fede che 

^(V)+^(V) = U%. (22) 

Derivando (uij) ed (iU|) rispetto a mi, e tenendo conto di (Oi), si ottiene 

dv* òr r ' dv* òs' 

Se ne deduce, in virtù delle (21), 

JP+F''=.0 , (? + (?" = , r'=0; 
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poi 
JP(\j;)s=aaisem|;-f-«8C08\|; , (y(i|;) = a38eni|i-|-«4Cos\j; , V == rm^ -\- a^. 

Le (21) diventano, tenendo conto dì (22), 

w = 6i r 4" (ai senili + «aCos v)« -|- «asenxj; + o^cos v 
w = Gjir -|- (uij — a^sen V — OjCos v)r -|- wi|; -j- a^ . 

Ora integrando (O2) si ottiene 

j? 1 

t? =s (Gj — Gì) V H — (aicostp — Ojsentp) -| — (ajcos ^ — a^sen v) + H{rf z) . 

La sostituzione di questo risultato in (ujs) ed (u)|) mostra che la funzione H deve 
soddisfare alle equazioni 



dir UJ3 


d£f uii w 


òr r ' 


òz ~ r f» • 



Dunque u)i = 0(*), m = 0, flTssuislogr + ai. Finalmente 

tt = Gif -[- (aiseni|; -|- ajcos v);? -|- Ossenii; -|- «^cosii; 

«7 = ^^z -j- (uia — aisentp — a2C08\|;)r \- a^ 

z 1 

t? =a= (Gj — Gì) V -| — (ai COSI); — ajsen v) -| — (ajcosxj; — a48em|i)4-ui|logr +«,. 

Ed ora è facile trovare, col processo indicato, le sei condizioni deirequilibrio ri- 
gido, la dilatazione totale, ecc. Ai risultati che si ottengono in questo caso par- 
ticolare si perviene più rapidamente mercè la trasformazione diretta dei risultati 
analoghi^ ottenuti in coordinate cartesiane; ma per questa trasformazione è ne- 
cessario conoscere le relazioni esistenti fra le g e le a;, e del resto il processo 
generale qui esposto ha il vantaggio di restare applicabile quando si esclude la 
verità del postulato di Euclide nello spazio considerato. 



(*) Quella che si potrebbe chiamare una deformazione ovMgenea, in riguardo alia parti- 
colare rappresentasi one cilindrica che qui si considera, non ò dunque possibile se non sup- 
ponendo che due elementi superficiali qualunque, situati rispettivamente in un piano per- 
pendicolare airasse ed in un piano ohe contiene trasse, restino ortogonali nella deformasione. 
Con ciò si vede ohe non si possono attribuire arbitrariamente, come nella rappresentazione 
cartesiana, valori costanti alle G ed alle 6>. Le condizioni alle quali debbono soddisfare 
queste quantità, costanti variabili, sono state segnalate dal Prof. E. Padova nel «o2. Ili 
degli « Studii offerii. degl'Università Padovana alla Bologneoe nelV Vili eentenarUt, eoo. ». 
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XXn. ELASTICITÀ NEGLI SPAZH CURVI. 



1. E^ima di penetrare nel campo delle ricerche iniziate dal 
prof. Beltrami per lo studio della elasticità negli spazii di curva- 
tura costante a, giova rammentare che questi sono caratterizzati 
dalla proprietà che possiede ogni loro figura rigida di restar sempre 
sovrapponibile a sé stessa dopo un moto qualunque. Questa proprietà 
è ammessa dogmaticamente neirordinaria Geometria, che si fonda 
inoltre su due noti postulati, caratterizzanti lo spazio euclideo 
(a = 0) fra tutti gli spazii di curvatura costante, cioè il postulato 
di Euclide e quello AQÌVinfinità dello spazio Q. É intuitivo che 
negli spazii di curvatura costante il concetto d'isotropia sussiste 
tal quale, per Tequa costituzione geometrica che tali spazii ammet- 
tono, in virtù della proprietà caratteristica precedentemente richia- 
mata, intorno a ciascun punto. Invece, pur immaginando esteso il 
concetto stesso ad uno spazio qualunque, i coefficienti A ^ B biso- 
gnerà considerarli come variabili da punto a punto insieme alla 
curvatura (**). Osserviamo finalmente che la rappresentazione car- 
tesiana suppone lo spazio infinito ed include l'ipotesi euclidea, di- 
modoché tutti i risultati ottenuti in coordinate cartesiane sono esclu- 
sivamente applicabili allo spazio euclideo. Ne segue che, per lo studio 
della elasticità negli spazii non euclidei, bisogna far uso delle coor - 
dinate curvilìnee generali, che nulla presuppongono circa la natura 
dello spazio ; ma i risultati che si otterranno potranno allora sola- 
mente applicarsi agli spazii di curvatura costante, quando si consi- 
dereranno inoltre come costanti i coefficienti A % B. 



(*) Vedi, p. as., le noU del traduttore al S 6 dell^interessante opera di Clifford : « // 
senso comune nelle scienze esatte » (Milano, Dumolard, 1886). A questa fonte dovrebbero i 
giovani delle nostre scuole medie attingere la cultura matematica generale. 

(**) Per acquistare una nosione precisa della curvatura degli spazii si stndii la « Teoria 
degli spazii di curvatura eostante » del Prof. BbltHami {Annali di Jdatematicaf t. II della 
seconda serie, p. SS8). Vedi anche Gliffobd, Ice. eit.f p. 256. 
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2. Le considerazioni precedenti riescono forse più precise quando 
si ricorre al concetto analitico dello spazio, quando cioè si vuol 
dare il nome di spazio (a tre dimensioni) alFìnsieme delle teme di 
valori dei parametri Qì9Qì,Qs' A.d ogni tema arbitraria di fun- 
zioni Qi9 Q^f (?8 <lì Qi^Qtf Qs corrisponde un particolare spazio, nei 
quale il quadrato delFelemento lineare si esprime cosi : 

Perchè un tale spazio sia lo spazio euclideo (rappresentabile, come 
si è detto, in coordinate cartesiane) occorre e basta che si possano 
trovare tre funzioni x^, x^, oo^ di q^yQ^^Otz^ ^^^ ^^® ^ì^ 

ax,^ + dx^^ + dx^^ = Q,*da,^ + Qt^dQt + Q»*^^»*- 

Tentando Teffettiva integrazione si ottengono f ), fra le Q e le loro 
derivate, sei relazioni, dovute a Lamé, e si dimostra che queste 
sono condizioni necessarie e sufficienti per Tintegrazione stessa, e 
conseguentemente per ì'eticlideità dello spazio. Tali condizioni ri- 
sulteranno spontanee dall'analisi seguente, che ci fornirà più gene- 
ralmente le condizioni analoghe perchè lo spazio considerato sia 
a curvatura costante. Qui conviene ricordare che, secondo Rie- 
mann (**), al quadrato dell'elemento lineare in uno spazio di cur- 
vatura costante si può sempre dare la forma 

rfo* = Q^idq* 4- dq,^ + dq^') , 

essendo Qi , O^ , Os uguali a 

^ 1 

Q =P . (4\ 

Le coordinate Qì^Qì^Qs» ^^^ 4^ì compariscono, son quelle che il 
prof. Beltrami chiama (***) stereografiche, e la costante a misura 
la curvatura dello spazio. 



(*) Vedi Bianchi, Gsometria differenziale, 1 125. 

(**) Leggi la celebre Memoria sulle ipotesi fondamentali della Geometria nelle B, Ri§' 
manh's math, Werlte, p. 264. 
(***) Loe. 0<l., p. 242. 
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8. Per ben rendersi conto dell'ultima forma di da è forse utile cercare di sta- 
bilirla mediante considerazioni elementari, lasciandosi g^idure dalle analogie con 
gli spazii a dae dimensionL È noto che la rappresentazione stereografica d*ana 
superficie sferica si esegue proiettando questa da un suo punto P sul piano tan- 
gente nel punto diametralmente opposto 0. Le coordinate stereografiche d*un 
punto della superficie sono le coordinate cartesiane delllnunagine stereografica 
del punto stesso. Se ^ ed ^ sono le immagini dei punti M ed M\ si ha 

OP* = PM . PN=^ PM\ PN'. 

I triangoU PMM' e PN'N sono dunque simili, e però MM':Nir=PM:PN'. 
Quindi, se 3f ' è infinitamente Ticino ad ilf , 

da PM OP* 1 



NN' PN PN^ i4.(^)"' 
e si ottiene così la formola di Biemann osserrando che 

NN'^=a,,* + ^J' , oi^ = ,.. + ,.. . oi- = 4. 

4. Per ciò che si è detto precedentemente le equazioni generali 
deirequilibrìo (XX, form. 4 o 10) sono applicabili a tutti gli spazii, 
mentre le equazioni (13) del precedente capitolo convengono sol- 
tanto allo spazio euclideo, perchè l'artifizio cui sf è dovuto ricor- 
rere per abbreviare i calcoli è stato fatto (V, § 3) adoperando 
coordinate cartesiane. Ne segue che, se si vogliono ottenere le equa- 
zioni deirequilibrìo dei corpi isotropi in uno spazio qualunque, bi- 
sogna partire dalle equazioni generali (4), ed in esse introdurre 
direttamente Tipotesi delFisotropia, cioè supporre 

Qi = —(A—2B)Q'-2BQi , Q» = — 5ui<. (^=1,2,3) 

con A Q B variabili come a. Limitandoci al caso di a costante, 
consideriamo prima i termini moltiplicati per A. Essi danno luc^o, 
nella prìma equazione (4), all'espressione 

_^/JL_òve__e^_òv \ _^_de^ 

I termini moltiplicati per B si riducono facilmente a 

^B( ÒQ2Q3 nn^^^^^ ^^òQ3%_L,^òQlQs^r^lòQ^Q%^\ ,m 
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Si può prevedere che in questa espressione ò inclusa quella che si 
ottiene nello spazio euclideo^ cioè 



Ò?2 / ' 



QiQs \ ògs 



(3) 



in cui 






Sostituendo (4) in (3), poi sottraendo il risultato da (2), resta {*) 
una finzione omogenea e lineare delle k, cui si può dare la forma 
seguente 



dopo aver posto 



(5) 



^" ^* [dgt ( ft òù ) "'^ òffa ( Qz òqz lì 
" ^^lòqzXQsòqzl^òqiXQi d«JJ 
^' Lòffi lei òffi/'^dftlft dffJJ 



+ 



1 òft òg, 
Qi dffi d9i 



Ls3 



'' "^ «8 dff2 òqs "^ Cs òffa 
" 03 òffa 02, "^ Oi 02, 
* Oi òg, dft ft dgt dffi d«idff2 



^81 



^tS 



òqi 

òqi 
àQ% 



I 1 ògj àQ, 
ft dfft off. 

I 1 àQi òft 



òq%òqz 

d2td9i 



Se inoltre si pone 






(6) 



(*) Per i dettagli del calcolo vedi il paragrafo seguente. 
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si riconosce finalmente che l'espressione (2) equivale a 

Le equazioni indefinite per Tequilibrio si riducono dunque a 






do 



= 0, 



dftK, 

'"^ O3 òqz "^ Old dgt dg, / "^ OtftO, dftKg 

5. Per eseguire in dettaglio il caloolo accennato nel paragrafo precedente, ri- 
prendiamo Tespresslone (2), e, dopo averne cambiato il segno, scrimmola cosi: 



2B 






Sottraendone 

BQi iòQfii dftCs 



t l 0^3 òffa / 



OD 

«mettendo da parte il fattore ^ ^ , viene 

* ò?i ^' ògi ^' dg, 

"^ 2(?i ògt "^ 2Qi dgs 2 0^3 "^ 2 (^ga * ^ ^ 

Ora si noti che 

1 àQ^Qz^i Qi àQs^s _ 1 dftfttW3 , ft W3 ^Ci , 1 àQiQsi^ ft^s dQi 



2ft dga 2 ò«2 2 dtfs ' 2 d^a ' 2 d^a 2 òffi 

D*altra parte si ha 

^ ^ ft ÒKj ■ ft ÒK, ^ 1 ògaKa , 1 òftKj Ki dft Kg dft 



& d^a ft ò^i Qi òqt Qi ò^a ft dga Ci Ò^i 

gr ^ 1 ^ òft'Ka òQi»Ki \ 1 òfeKa 1 

"^ ftft ^ ògi d^a / Qi òqi Q 



^Qì^i _ }^ ^Qì, i }^ ^Qi 



Qi òqi Qi òq^ Qi òqt 
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dimodoché 



Dnnqne 

Analogamente si ottiene 

2ft d«t 2 dgs 

==0 ^'^3K3 ■ òQa ÒQ3K8 ò / 0» òQt \ Q% àQt òQs ^ 

^' òqtdqs^ d^a d2i ^* * òffa l ft d^s / Ci ò^s dg:i '" 

Inoltre si ha 

^* ^ dei òqi ^ òq% ^ dgs òqi ^ dg» ^ ' dgs 

e però Tespressione (8) direnta 

Oi ò^i \ òqi '^ dq^^^ dqs V 
~^'d?il~ò^ + ^ * + "to ']~^»ò^ill^ + ^''*"^^^ 

■^ ^' dgiòg»"^ dea dei ^* * de» l ft de» / Oi de» dei ^ 

. Q, ^'OaK» . dQa dfeKs d /ftlftì ft ^gi ^^3 ^ 

"^ ^ dei de» "^ dea dei ^*^ dea A Oa dea / Qi de» dei '* 

I termini 

1 ^0»Qa dQiKj dQa dQ,Kg dft dQ^Ka 

Oi dei dei * de« dei * òqs dei 

si elidono rispettivamente con 

Qs àQi òQ^Ki g, dQ3 dftKt 

ft dei dei ft de* dei ' 
^ 0» de» dei ' ^' ft dea dei ' 
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e respresàone considerata diventa 



Qaesta è lineare nelle k. Il coefficiente di QaKt è 



i_d^c,^__ _d_ /jL^ ] __e 

lift dei d& ^ òqt \ Q% òq% I Qi 



0% òq% òq 



1 



Qì d«i dft ft òg'i òq% Mx òg« " * 

Similmente il coefficiente di QgXs è H'is, e quello di Q^Kx ^ 

d«i l Qx òqx I ^ d^i l Qx òqx I ò^Zj l fti dg'a / dffsl ft ò^a / 

^'Ld^Zi \ Oi òqx 1'^ òqA Qi dqi lì Qz ò^a 0^3 
r ò ( 1 òQa\ ò M ÒQ^n 1 ÒQ3 òft 
^ Ld?i l ft òS'i / "^ dg'8 l ft d«3 / J ft òS'i dgj * 

cioè — ( jET^ -|- H33). Dunque la prima equazione indefinita deirequilibrio è 

^* *"^ ò«i"^fte3\ dea de» / 

+ ^^[-(-ffM+fl38)eiK,+fl„ftlC, + fl„03Ka] = , 

vale a dire 



^ A ÒB B /òftg, Òg3€8\ . B d» ^Q. 
* "^ Oi dei "^ ftft \ dea de» / "^ ftftOa dft Kt 



eccL 



6. Le equazioni (7) non si trovano ancora sotto la loro forma 
definitiva, in quanto che l'ipotesi della curvatu7^a costante, di cui 
si è tenuto conto soltanto col supporre costanti A e B, non è stata 
ancora introdotta nel sistema stesso delle coordinate. Osserviamo 
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anzitutto che alle equazioni (7) saremmo egualmente pervenuti col 
processo generale, prendendo a considerare, invece del potenziale n, 
una sua parte n^ , espressa come segue : 



n,=:-i[^e*+5(^+^: + ^3)] + 



m 

V 



4) 

Ciò mette in evidenza il carattere invariantivo dell'espressione , 

e ci autorizza quindi, per trovarne il significato, a specializzare il 
sistema di coordinate. Assumiamo dunque coordinate stereografiche, 
per le quali 0^, Qg, Q^ hanno, come si è detto, Tespressione (1). 
Le formole (5) e (6) danno successivamente 



B,i = 



, se t=^j V 



Adunque è il prodotto di 2a per il quadrato dello spostamento. 

Ne segue che, negli spazii di curvatura costante a, per qualunque 
sistema di coordinate ortogonali, si ha 

J- = 2a(Q,«K,* + g.«K,« + Q3« V) , (9) 



e conseguentemente 



^ ^^^^-^ = 4aQiKi. (^ = 1,2,3) (10) 



Finalmente le equazioni (7) diventano 

Qi ofl'i Ca Qi \ òg^ì d^3 / 

Son queste, in coordinate ortogonali qualunque, le eqtiazioni det- 

Cmkto, Ttoria dtU'tleulicità U 
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l'equilibrio elastico dei corpi isotropi, negli spazii di curvatura 
costante a. 

7. Osservazioni i a) Perchè le equazioni (7) coiucidano con le (11) oc- 
corre e basta che siano verificate le relazioni (10), cioè che <t> abbia la forma (9), 
e sia quindi 

Queste sono dunque le condizioni necessarie e sufficienti per Finvariabilità della 
curvatura dello spazio. Per a=sO si ritrovano le condizioni indicate da Lamé 
come necessarie e sufficienti per VeucUdeità dello spazio, cioè 

■"11 ^^= -"22 ^^ -"33 ^^ "83 ^^""81 ^^ -"12 '^^ ^ • 

In virtù d*una nota {cap. XVII, form. 7) relazione si può dar loro la forma se- 
guente (*): 

d— ò ^ 1 1 1 

àzr à- 1 1 1 

— ^ 4. _-^« _L _L _|_ _ i . _L _>_ = 

da., da, rf, rfg ragrji 

, v~ 111 

òa, ^ da, ^ rfa rf, ^rgii-gj 

^^ 1/1 M ^^ 1/1 1\ 
^'-^ = — ovvero «»=— , 

<7<J3 ''31 \''23 '*21/ ^^i ^'ai \**3a ^31/ 

dai rjaVgi rgg/ * dag rgg Vr,3 rj ' 



Ò^ 1 /l IX ò 

da, 



« ^23\'"i2 ^3/ àOi ngVrji rag/ 



b) Le relazioni di Lamé si ottengono ordinariamente tentando l'integrazione 
delle equazioni 

g^a, se t=i 



òxi da?! j^ diCa dajg j^ dx^ òx^ 
deT d^j "dgT d2, "^ d^i d^i 



, se i=^j 



che servono a determinare le coordinate cartesiane Xi^x^y x^ in funzione di q^ > 
^2, gg. Per uno spazio a due dimensioni le equazioni analoghe si ottengono sup- 



ini Lamé, « Leaont . . .», § XLVl 



— 211 — 

ponendo x^ ed x^ funzioni di Q^ e Q^^ lasciando che x^ sia una funzione arbi- 
traria della sola ^3, e quindi che Q^ sia funzione soltanto di q^, mentre Q^ e 
Q2 sono indipendenti da ^3. Allora cinque relazioni di Lamé sono soddisfatte, e 
la sola 1733=3 si riduce a 



fi \ Qi d«i / "^ 



dgfi \ Q\ d«i / òqA Q% dq 



2 



Questa è dunque l'unica condizione cai debbano soddisfare le funzioni Q^ e Q^ 
perchè si possa dalla forma Qi^dq^^-\- Q^^dqj^ del quadrato deirelemento lineare, 
in uno spazio a due dimensioni, passare alla forma cartesiana dXi^-]-dx^\ Se 
Ti ed r, sono i raggi geodetici di curvatura delle linee q^ e q^ sulla superficie 
considerata, si paò a quella condizione dar la forma 

^r, ^r\ 1 1 

È facile verificare che questa condizione è soddis&tta dagli ordinarii sistemi di 
curve ortogonali, che si adoperano nel piano. 

e) Se Oi è la curvatura della superficie q^ , in un dato punto, bisogna alla 
condizione precedentemente ottenuta sostituire, come si è visto per gli spazii a 
tre dimensioni, 



ò / 1 òft 



+s-.(il&) +"•«■«-»• 



òffi \ ft òq^ 

Si ha dunque 

e le condizioni Ha -|- aV = diventano 



^H*'l3 ^83 ^«1 ^31^38 

Qaeste danno, per a=>0, la misura della curvatura (prodotto delle curvature 
principali) delle tre superficie coordinate, secondo il teorema di Gauss. Per a di- 
verso da zero, si vede che alla curvatura geodetica di ciascuna superficie, in uno 
spazio curvo, viene ad aggiungersi la curvatura stessa dello spazio. 

8. Ritornando alle (11) osserviamo, col prof. Beltrami, che « si 
poteva prevedere che la curvatura dello spazio non dovesse essere 
priva d*influenza sulle equazioni del l'elasticità ; ma è senza dubbio 
sommamente notevole che tale influenza vi si manifesti sotto un 
aspetto così semplice ». Purtuttavia possiamo aggiungere che « non- 
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ostante questa semplicità, la teoria dei mezzi elastici negli spazii 
di curvatura costante presenta differenze rilevantissime in con- 
fronto delPordinaria ». Un primo esempio si ha scrivendo le equa- 
zioni (11), in assenza di forze di massa, nel seguente modo: 

Derivandole ora rispetto a 9,, 9,, 93, poi sommando, si ottiene 

A^*e+4aBQ=zO. 

Dunque in uno spazio curvo la dilatazione cubica non può, come 
nello spazio euclideo, soddisfare all'equazione di liaplace. Per esem- 
pio, non è possibile che 6 abbia, in tutto il corpo, un valore co- 
stante, diverso da zero. 

9. Più notevole è il risultato che si ottiene considerando certe de- 
formazioni potenziali. Essendo nulle, per tali deformazioni, le doppie 
componenti Xi,%^,X^ della rotazione, si ricava dalle formole (12) 
del precedente capitolo che le Qì'kì sono le derivate prime d'una 
funzione U^ e la dilatazione totale è espressa da 

V Lj òQi V LJ ògi ^ Qi' òqi I 

i 

dimodoché le equazioni (11) diventano 

Fi + -^(Al^*U + 4aBU) = 0, (t'=i,2, 3) 

e mostrano che anche le forze F ammettono una funzione poten- 
ziale. Se F è questa funzione, le tre equazioni indefinite si ridu- 
cono alFunica 

intendendo inclusa in U la costante d'integrazione. Se prendiamo 
V= — AaBU, è A*C^ = 0, e vediamo che si ha Fi = — iaBQiKi. 
Otteniamo cosi una deformazione, priva tanto di dilatazione quanto 
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di rotazione, nella quale la forza e lo spostamento sono, per ogni 
punto, in un rapporto costante, ed hanno la medesima direzione 
(se a < : spazio di Gauss o pseudosferico) o direzioni opposte 
(se a > : spazio di Riemann o sferico). « Tale risultato » — dice 
il prof. Beltrami — « non ha riscontro nello spazio euclideo, e pre- 
senta una singolare analogia con certi concetti moderni sull'azione 
dei mezzi dielettrici ». 

10. L'ultima osservazione richiama alla mente le ingegnose ipotesi 
che sono state proposte per spiegare luce, calore, magnetismo, ecc., 
considerandone i fenomeni come prodotti da una reazione che lo 
spazio opporrebbe alla variabilità della propria curvatura nel tempo. 

E qui importa osservare che il termine addizionale — nella parte 

efficace (per la formazione delle equazioni indefinite) del potenziale 
elastico si può considerare appunto come Tespressione dell'energia , 
delle reazioni che lo spazio, rigido nella propria costituzione geo- 
metrica, oppone alla materia elastica che lo riempie, supponendo 
questa inerte nel senso che, obbligata a deformarsi nel detto spazio, 
essa tende a farlo come se lo spazio stesso fosse euclideo. L'ulte- 
riore svolgimento della teoria dei mezzi elastici negli spazii curvi 
permetterà forse di rispondere alla domanda dì Clifford (*): se 
non potrebbe darsi che noi considerassimo come variazioni fi- 
siche certi effetti realmente dovuti a cambiamenti della cuy^a- 
tura del nostro spazio; in altre parole, se alcune delle cause, 
che noi chiamiamo fisiche, e forse tutte, non fossero per avven- 
tura dovute alla costituzione geometrica dello spazio nel qimle 
viviamo. 



(•) Loc. cit. , p. 267. 



